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AVERTISSEMENT. 


Le  qualriènie  Volume,  qui  paraîl  aujourd'hui,  comprend  à  peu 
près  les  matières  ajoutées  au  programme  d'examen  de  la  Licence; 
es  Sciences  inatli('mali(|ucs  à  rt''|)oque  où  le  Tome  I  venait  d'ètr<' 
mis  sous  presse. 

Cette  partie  complémentaire,  qui  lorme  le  Livre  \  I  de  l'Ouvrage, 
el  dont  le  commencement  se  trouve  déjà  dans  le\  olume  précédent, 
a  été  rédigée  pendant  le  cours  de  l'impression,  à  l'aide  des  maté- 
riaux dont  je;  pouvais  disposer  et  à  peu  près  suivant  le  plan  an- 
noncé à  la  fin  de  la  Prèjace  du  Tome  L 

Elle  se  compose  de  quatre  Chapitres,  dont  les  deux  j)remiers 
sont  la  reproduction  presque  textuelle  de  la  deuxième  Partie  de  ma 
Théorie  élémentaire  des  quantités  complexes,  publiée  en  1868. 
J'ai  seulement  ajouté,  à  la  suite  du  paragraphe  qui  traite  du  déve- 
loppement des  fonctions  svnectiques  en  séries  périodiques,  un 
nouveau  paragraphe  contenant  la  démonstration  de  la  série  de 
Fourier,  d'après  Dirichlet.  Il  m'a  semblé  utile  de  rapprocher  ces 
deux  développements,  de  forme  identique  en  apparence,  mais  de 
nature  si  difïerente,  et  fondés  sur  de  tout  autres  principes. 

Le  Chapitre  III  a  pour  objet  l'étude  des  fonctions  multiformes, 
dont  j'ai  trouvé  les  éléments  dans  la  lliéorie  des  fonctions  dou- 
blement /)ériodi(/ues  de  l\OL  Briot  et  Bouquet,  et  surtout  dans  \r 
Mémoire  de  M.  Ed.  Wevr,  cité  dans  ma  Préface  (').  J'y  traite  en 
particulier,  avec  développement,  la  théorie  de  l'inversion  des  inté- 
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grales  à  périodes,  en  prenant  ponr  exemples  les  intégrales  eircu- 
laires  et  ellipliques. 

Le  qnalrième  el  (Ici-nier  Chapitre  est  consacré  à  l'élnde  s|)éeiale 
des  fonctions  ellipliques.  Après  avoir  exposé  la  réduction  des  in- 
légrales  elliptiques  aux  formes  normales  et  les  conséquences 
immédiates  du  théorème  d'addition,  je  donne,  en  suivant  la  marche 
tracée  par  MM.  Briot  et  Bouquet,  les  décompositions  des  fonctions 
elliptiques  en  séries  de  fractions  simples  et  en  produits  infinis, 
les  propriétés  des  fonctions  que  ces  auteurs  représentent  par 
&,i[u),  el  qui  sont,  à  des  facteurs  constants  près,  les  fonctions 
5«(a:)  de  Jacobi,  ])uis  le  déveloj^peinent  des  fonctions  ellipliques 
en  séries  trigonométriques.  J'établis  ensuite,  d'après  Gudermann, 
la  transformation  de  Landen,  avec  ses  applications  au  calcul  numé- 
rique des  Jonctions  elliptiques. 

Je  termine  par  l'exposition  des  propriétés  les  plus  importantes 
des  intégrales  elliptiques  de  deuxième  et  de  troisième  espèce,  et  je 
donne,  dans  le  dernier  paragraphe,  des  Tal)les  abrégées  ])Our  le 
calcul  numérique  des  fonctions  ellipliques,  avec  une  courte  in- 
struction sur  leur  usage. 

Dans  tout  ce  Chapitre,  j'ai  fait  usage  de  la  iu)tation  de  Guder- 
mann, qui  m'a  semblé  la  plus  courte  et  la  plus  commode,  et 
fpii  est  déjà  adoptée  par  un  grand  nombre  de  géomètres. 

J'aurais  désiré  faire  suivre  ce  Livre  VI  d'un  recueil  d'exercices, 
comme  je  l'avais  lait  ]:»our  les  Livres  précédents;  mais  je  n'ai  pu 
trouver  encore  le  loisir  nécessaire  à  l'exécution  de  ce  travail,  pour 
lequel  je  n'avais  pas  à  ma  portée  les  mêmes  secours  que  pour  les 
autres  recueils.  J'espère  pouvoir  combler  bientôt  cette  lacune  en 
ajoutant  au  Tome  IVun  Supplément,  qui  contiendra  des  exercices 
sur  les  diverses  théories  exposées  dans  le  Livre  VI  et  sur  les  prin- 
cipales applications  des  fonctions  elliptiques. 

J.  H. 

Bordeaux,  janvioi-  iS8i. 
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APPLICATIONS  DES   TllÉOUIES  PRÉCÉDENTES. 


§   I. 

DÉTEaMIJNATION    DL     AOMBRE    DES    llVCINES    d'cMC     ÉQUATIO-N 
COMPRISES    DANS    1  ]\  E    AIRE    DOA?vÉE. 

1167.  Nous  avons  vu  [1164]  que,  dans  l'étendue  dune  aire  vl, 
l'excès  AI  du  nombre  des  zéros  d'une  fonction  nnilornie  f[~)  sur  le 
nonil)re  de  ses  infinis  est  égal  au  résidu  intégral  de  la  fonction 
\).\o'^f[z)  relatif  à  Taire  3,  c'est-à-dire  à  lintégrale 


Désignons  par  la  caractéristi(|uc  A  laceroissenuMii  d'iirie  fonc- 
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tion  non  uniforme,  représentée  par  une  intéi;rale,  lorsque  cette 
intégrale  est  prise  tout  le  long  du  contour  de  3.  D'après  cela,  en 
représentant  par  Zq  la  valeur  de  la  variable  z  en  un  point  du  con- 
tour, par  Zf  la  valeur  de  la  variable  au  même  point  lorsqu'on  a 
fait  croître  son  argument  de  2",  de  sorte  que 


'■0  —  "      ' 


_  ,.„l(p+i-) 


et  par  Fo,  F,   les  valeurs    correspondantes  de  la  fonction   multi- 
forme F(s),  on  aura 


i 


On  trouve  ainsi,  en  particulier. 


et  de  plus 


Donc  la  valeur  de  l'indice  intégral  relatif  à  l'aire  -21  pourra  se 

mettre  sous  la  forme 

Alog/ 


M 


A  losz 


Cette  expression  de  la  différence  entre  les  nombres  de  racines 

des  équations 

/=o,     /^co 

a  reçu  de  Caucliv  le  nom  de  coinpLeur  lugdiilJiinKiuc. 

1168.   Supposons,  par  exemple,  que^^soit  un  polynôme  entier 
du  decré  ;/, 


f=  a,  z-  -^  a,  z"-'  ^...+  a„=^  z«  U'o  +  - 


z 


Il  est  clair  que  l'équation  f=  oo  ne  peut  avoir  de  racines  finies. 
Donc  la  somme  j\[  ne  contient  aucun  indice  négatif,  et,  par  suite, 
elle  est  égale  au  nombre  des  racines  de  l'équation y=  o.  Prenons 


NOMBRE    DES    ftAClMDS    0    UNE    KyUATION    DANS    UNE    AiniC. 

pour  3  un  cercle  aussi  grand  que  l'on  voudra.  Nous  aurons 


J"g/=  «logz  H-  log(''o  +  :)  ' 


Y.  désignant  une  quanlilc  qui  ne  devient  pas  infinie  pour  z~-  -a,  . 
Donc 


A  loy/  :^i  n  A  log  z  +  A  log  [a^-V  -\ 


Air  ^   log 

—  «  + 


A  logz  A  loge 

Or,  pour  z  assez  grand,  le  module  de  -   devient    inférieur    à 


celui    de  a^^j    d'où   il   résulte   que  log  («„+- j  reprend  sa  valeur 
z  a  parcouru  la  circonférenc 

A  log  L-ï^,  +   ^  j  1^  A  logr/g  r=  O, 


primitive,  lorsque^  a  parcouru  la  circonférence  entière  ('). 
Donc 


et,  par  conséquent, 

A  log/ 

A  log  3 

L'équation  /"=  o  a  donc  n  racines.   Ainsi  nous  obtenons  encore 


('■)  Soieiil,  Cil  cirut,  mod.  -  <"  i,  -  =;  rc'f.  r  étant  <  j.  On  a 
u  a 

A  lo[;(«-r-  i')  =  A  log  H  H-  A  loi;  (  i -f-  -  1  > 

V 

I  —  -  =  I  -f-  /■C''  =  î  e'f , 
H  ' 

!-!-'■  cos^  =  [J  cos"j;. 
Puisque  /•  Cst  <!  ii  i  +/"COs/^  sera  toujours  positif,  ainsi  que  cos^.  Donc  l'argument  p 
de  I  H —  ne  croit  pas  d'une  circonférence,  et  par  suite  log  |  i-i —  1  reprend  sa  valeui- 
primitive,  après  que  z  a  parcouru  le  contour  de  vl.  Donc 


A 


log(i;--J  =  o,     et     A  log(ji  +  (')  =  A  log«. 


On  peut  doue,  dans   la   somme  " -t- c,   négliger,   pour  le  calcul  de  Alog(K-+-p),  la 
partie  v  dont  le  module  est  moindre  que  celui  de  ii. 

1  . 
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une  nouvelle  démonslralion  du  ihéorèjue  fondamental  de  la  ihéoiic 
des  équations. 

H69.  On  peut  énoncer  d'une  autre  manière  le  théorème  du 
n"  II60.  Soit 

y"  (  2  ]  =  //  -H  <r  =  R  f'  '', 

d'où 

«=RC()SP,        r::rzRsillP,        -     —COlP. 

r 

Lorsque  la  variable  z  a  fait  le  tour  de  l'aire  3,  f{z)  reprenant 
sa  valeur,  ^o^f[z)  a  crû  d'un  multiple  de  ini,  et  nous  avons  vu 
que  cet  accroissement  A  log3  est  égal  à  ir.i  mulliplié  par  l'excès  ]M 
du  nombre  des  zéros  sur  le  nombre  des  infinis. 

11  s'ensuit  de  là  que  \o^J\a')=^  logR  +  iV  croît  de  iMr.i,  cl, 
par  conséquent,  l'argument  P  croît  de  i^lr.. 

Considérons  maintenant  [fig-  91)  une  droite  indéfinie  dans  les 
deux  sens,  mobile  autour  du  centre  du  cercle  sur  lequel  se  me- 
surent les  angles,  et  tournant  dans  un  sens  quelconque.  Chaque 


l'iC-  9'- 


fois  que  l'une  ou  l'autre  des  directions  de  la  droite  passera  par  le 
point  A,  la  droite  avant  décrit  un  angle  P  =  -  -f- Att,  la  cotangente 

de  cet  angle  P,  représentée  par  la  ligne  AC,  s'annulera.  De  plus, 
elle  s'annulera  en  passant  d'une  valeur  positive  à  une  valeur  né- 
gative si  à  ce  moment  l'angle  P  va  en  croissant,  et,  au  contraire, 
elle  s'annulera  en  passant  d'une  valeur  négative  à  une  valeur  posi- 
tive si  l'angle  P  va  en  décroissant. 

Si  à  la  fin  du  mouvement  l'angle  P  a  repris  sa  valeur  primitive, 
la  droite  OC  aura  dû  passer  par  le  point  A  autant  de  fois  en  allant 


xoMnr\i:   i)i:s   uvcinks   d  um-:   i:oi\tio\   dans   im;    \  i  h  i  ■ 

(le  (Iroilc  à  f;;iii(li('  (iircn  alhml,  cK'  i^;iiiclic  à  droilc.  Si  r;iii^l(!  I'  ;i 
crû  (le  TT,  0(a  aur;i  dû  passer  |iar  A  une  fois  de  plus  (;ii  allani  dr 
droite  à  gauche  que  de  gaiielie  à  droile.  Si  l'angle  P  a  crû  de  ■>  Mtt, 
OG  aura  passé  2 M  (ois  tle  j)lus  par  A  de  droite  à  gauche  rpie  de 
gauche  à  droile.  Donc  cotP  se  sera  annuh;  2 M  fois  de  phis  en 
passant  du  positif  au  négatif  cpi'en  passant  du  négalifau  posiiif. 
Donc,  lorsque  l'argument  P  dcj'[z)  croîtra  de  2Mti,  la  quantité 

-=z  cotP  s'annulera  2  M  fois  de  plus  en  passant  du  positif  au  négatif 

([u'en  passant  du  négalifau  [)osili(. 

•Si  donc  un  posa 

f{z]  =  u  +  ii>, 

et  f/u'e/i  faisant  parioiiiii-  à  z  le  contour  entier  d' une  aire  vl  on 
compte  combien  de  Jais  le  rapport  -  s' annule  en  passant  du  positif 

au  négatif,  et  combien  de  fois  il  s' annule  en  passant  du  nêi^atij 
au  positif,  l'excès  du  premier  nombre  de  fois  sur  le  second  sera 
le  double  de  l'excès  du  nombre  des  racines  de  l'écjualion  f  [z  1  =  o 
comprises  dans  l'aire  3  sur  le  nombre  des  racines  de  V équation 
f(^z)  =  oo  comprises  dans  la  même  aire. 

Si  la  fonction  y(z)  n'a  aucun  infini  à  l'intérieur  de  ^,  l'excès 
en  question  sera  précisément  égal  au  double  du  nombre  des  racines 
de  l'équationy'f r)  =  o  contenues  dans  3. 

1170.    Soit,  en  particulier,  une  fonction  rationnelle  et  entière 

f[z]  =  a,z"'  -+-  «,  r'"-'  +  ...-+-  a,„. 

Cette  fonction  ne  deviendra  pas  infinie  pour  des  valeurs  finies  de  z. 
Prenons  pour  contour  un  cercle  de  rayon  infiniment  grand  /•.  Le 
premier  terme  UqZ^'-  deviendra  infiniment  grand  par  rapport  à  lu 
somme  de  tous  les  autres,  et  l'on  pourra  poser,  e  étant  infiniment 

petit, 

f[z)=:a,r"'e"""[i-\-t). 

Soit  maintenant 

On  aura,  à  des  quantités  près  infiniment  petites  par  rapport  à  celles 
que  l'on  conserve, 

a  :=  )>/•"'  cos[mp  +  0 ],     c  =  /./'"  sin  (/«/;  -t-  5), 
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d'où,  à  un  infiniment  petit  près, 


11 

-  z=z  cot  (  mp 


Si  maintenant  z  fait  le  tour  du  cercle,  p  croîtra  de  ii:,  et 
nip  -h  0  de  2  77/71.  Donc  cot(m/?  -h  Q)  s'annulera  irn  fois  en  passant 
du  positif  au  négatif,  sans  jamais  s'annuler  en  passant  du  négatif 
au  positif.  Donc  l'équation /'(^)  =  o  a  ni  racines  dans  l'intérieur 
du  cercle  infini. 

dl71.   Pour  déterminer  la  différence  v  —  v' entre  le  nombre  de 

lois  V  que  -?  en  s'annulant,  passe  du  -f-  au  —  et  le  nombre  de 

iV)is  v' qu'il  passe  du  — au  -h  tandis  que  z  parcourt  le  contour 
de  3,  Stui^m  a  fait  connaître  le  procédé  suivant,  qui  est  une  exten- 
sion de  celui  qu'il  avait  donné  pour  le  cas  des  racines  réelles. 

Prenons  pour  contour  de  ^  une  ligne  qui  se  compose  de  parties 
C,  C,  . . . ,  sur  chacune  desquelles  x  et  j-  soient  exprimés  en  fonc- 
tions rationnelles  d'une  troisième  variable  t.  Pour  chaque  partie, 
M  et  V  seront  exprimés  également  en  fonctions  rationnelles  de  t,  de 

sorte  que  le  rapport  -  se  changera  dans  le  rapport  —  de  deux  fonc- 

lions  entières  de  t.  Le  problème  se  ramènera  alors  à  trouver  la  dif- 
lérence  v  —  v'  pour  chacune  des  parties  C  du  contour.  La  somme 
de  toutes  ces  valeurs  donnera  le  nombre  2  M. 

Divisons  maintenant  U  par  V,  puis  V  par  le  reste  — V)  de  la 
premièi'e  division,  puis  Vi  par  le  reste  — Vo  de  la  seconde  divi- 
sion, et  ainsi  de  suite  ('  ).  On  finira  par  arriver  à  un  reste  constant 
—  \n  ;  car  U  et  V,  ne  s'annulant  pas  à  la  fois  sur  le  contour,  n'ont 
pas  de  facteur  commun.  Soient  maintenant,  dans  le  sens  des 
mouvements  positifs,  a  el  b  les  extrémités  initiale  et  finale  de  la 
portion  de  contour  C.  Alors  v  —  y' sera  égal  à  l'excès  du  nombre 
des  variations  que  la  suite 


C)  Si  u  est  de  degré  inférieur  à  celui  de  V,  le  reste  de  la  division  de  U  par  V  sera  U, 
et  l'on  prendra  V,  =  —  U. 


KOMUHK    ni: s   racinks  d'ink   icovation   dans   iNrc    \iui:.  7 

prcscnlc  an  poiiil  A  sur  le  nomljrc  des  variations  (jiic  la  im'-mc  snilc 
présente  au  poinl  a. 

J^a  ilrnionstration  csl  la  même  que  pour  le  ihéorème  nlaiilanx 
racines  réelles.  On  fait  voir  qu'un  changement  de  signe  de  l'une 
des  qqantités  V,  Vi,  ...  n'a  pas  d'iniluence  sur  le  noniljrc  des 
variations.  U  et  V  ne  peuvent  pas  changer  de  signe  en  même  temps. 
Donc,  si  a=o  pour  t  =  c,  on  aura  à  considérer  les  cas  suivants, 
E  désignant  un  accroissement  compté  positivement  de  a  vers  h  : 


c  —  s 


U       V 


U 


u     V 

—     -\- 


u 


Dans  le  j)rcmier  et  le  (juatrième  cas,  —  passe  de  H-  à  — ;  donc, 

dans  le  passage  par  le  point  c,  v  augmente  d'une  unité,  et  en  même 
temps  il  se  produit  une  variation  de  plus,  de  sorte  que  l'accroisse- 
ment  du   nombre  des  variations  donne  bien  l'accroissement  de 

V  —  v'. 

Dans  le  deuxième  et  le  troisième  cas,  —  passe  de  —  à  -f-,  v'  croît 

d'une  unité,  et  par  suite  v  —  v'  diminue  d'une  unité.  Mais  en 
même  temps  le  nombre  des  variations  diminue  aussi  d'une  unité. 
Donc  le  théorème  continue  à  subsister.  Or,  comme  il  ne  peut  y 
avoir  de  changement  dans  le  noml^re  des  variations  que  lorsqu'on 
passe  par  un  pointe,  le  théorème  est  complètement  démontré. 

1172.  Pour  mettre  en  pratique  cette  méthode,  prenons  ])onr 
contour  celui  d'un  rectangle  dont  les  côtés  soient  parallèles  aux 
axes  coordonnés,  et  qui  ait  pour  abscisses  extrêmes  x^  et  X  et  ])onr 
ordonnées  extrêmes  1  „  et  Y,  en  supposant 

•^o<X,     .)o<Y. 
Le  contour  se  composera  de  (piatre  parties  : 

C  correspondant  à   r  ^^ }\i     «lci)uis  .r  =  .r-y  jusqu'à  j-  =  X; 


C 
C" 


,r  -=  X, 
J  =  Y, 


8  M  vnn:   VI.  —   en  A  p.   Il,   §   I. 

Ainsi,  clans  chacune  des  quatre  porlions,  U  et  V  ne  dépendronl 
que  d'une  seule  variable,  savoir,  de  x  pour  G  et  G",  de  j  pour  (]' 
et  G". 

Si  l'on  veut  obtenir  toutes  les  racines  d'une  équation,  on  em- 
ploiera d'abord  la  méthode  connue  de  Sturm  pour  trouver  les 
racines  réelles 

Z  —  -7,,         3=  (U,         .   .  .,        Znzrr//,. 

On  divisera  ensuite  /(^)  par  le  produit 

[z  —  ai)[z  —  o.,).  .  .[z  —  ai,], 

ce  (pii  donnera  une  équation  (j^(^z)^=  o  qui  n'aura  plus  de  racines 
réelles  situées  sur  l'axe  des  x.  On  prendra  ensuite  cet  axe  lui- 
même  pour  un  des  côtés  du  rectangle.  En  faisant  d'abord 

.r^::^  —  CO,       J-q:=0,       X  =:  -f-  30  ,        Y  :=  +  CO  , 

on  obtiendra  le  nombre  des  racines  complexes  .r  -h  ij  pour  les- 
quelles le  coefficient  j  de  i  est  positif;  puis,  en  faisant 

J-O  =  —  00  ,      Jo  =-~'J^  ,        X=r+CO,       Y  =  0, 

on  trouvera  de  même  le  nombre  des  racines  complexes  dans  les- 
quelles le  coefficient  de  i  est  négatif. 

On  partagera  ensuite  le  plan  en  bandes  par  des  parallèles  à  l'axe 
des  x;  puis  on  subdi\isera,  par  des  parallèles  à  l'axe  desj  ,  chacune 
des  bandes  qui  renfermeront  des  racines.  De  cette  manière,  les 
racines  se  trouveront  resserrées  dans  des  limites  assez  étroites  pour 
qu'on  leur  applique  la  méthode  d'approximation  de  Newton. 

Ici,  comme  dans  la  recherche  des  racines  réelles,  il  n'est  pas 
absolument  nécessaire  que  l'équation  soit  réduite  à  n'avoir  plus 
que  des  racines  simples,  Gependant  il  y  a  naturellement  avantage 
à  commencer  par  l'application  de  la  méthode  des  racines  multiples, 
afin  d'avoir  à  opérer  sur  une  équation  plus  simple. 

Il  est  facile  de  déterminer  les  racines  imaginaires  pures,  qui 
sont  les  racines  communes  aux  deux  équations 

«(o,  j)=o,      i'(o,  j)  =  o, 

et  qui  s'obtiendront  en  égalant  à  zéro  le  facteur  commun  à  ces 
deux  équations.  Après  avoir  supprimé  ces  racines,  on  partagera  le 
plan  en  quatre  parties  correspondantes  aux  quatre  angles  des  axes 
coordonnés. 
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!  173.  Du  théorème  do  l^aurcjit,  dénionlré  au  n"  1 1  i8,  il  rôsiillf 
([lie,  si  /(-)  est  une  fonction  synecliquc  de  z,  dans  l'intervalle 
compris  entre  deux  cercles  concentriques  décentrée  et  de  rayons  R,, 
et  l\i,  on  pourra  développer  /"(^)  en  une  série  eonverf^cnle  siiivanl 
les  puissances  entières,  positives  et  néj^atives,  de  la  difFérence 
z  —  c.  On  aura  de  cette  manière 

f{z)  =  a^^ai{z  —  c)-hrt^{z  —  c]--h.  .  . 

-\-  a_^(z  —  cy-\-  a_,{z  —  cy^--]-.  .  ., 

ou,  en  posant  z  —  f  =  /v?'/*, 

J  /(  c  H-  le'l'  )  z=  r/y  -h  .'^i  rt''/'  -y-  <-/,  /■-  c-'l'  -\-  .  .  . 

1  -i-  rt_i  i-U'-'/'  H-  a_,  i-'-e-^'i'  +  .  .  . , 

le  coefficient  a,i  d'indice  cpielconque  étant  donné  par  la  formule 
iréncrale 


b 
2 


■2-0"  J,^ 


OÙ  p  représente  une  constante  positive  quelconque  comprise  entre 
Ro  et  R,. 

Si  dans  le  second  membre  de  (i)  on  rem[)lace  rargumciit  />  par 
j>  H-  s/tt:,  k  étant  un  nombre  entier  arbitraire,  ce  second  membre 
ne  changera  point  de  valeur.  Donc,  ce  second  membre  est  une  fonc- 
tion périodique  de  l'angle  p.  et,  par  conséquent,  il  doit  en  être  de 
même  du  premier  membre  tant  que  l'égalité  (i)  subsistera.  C'est 
d'ailleurs  ce  qui  résulte  immédiatement  de  la  supposition  de  l'uni- 
formité de  la  fonction  /(-)  dans  l'intérieur  de  l'aire  considérée; 
car,  de  ce  que  l'on  a 

c  -1-  7e'i>=  c  -f-  /e'C/'+ï/.-)^ 

il  résulte  alors  que 

y(c  4-  re'i')  =f{c  -4-  re'C'-*--^''')), 

c'est-à-dire  que,   si  l'on  considère  dans  f{c  -\-  re'P)  rargument /> 
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comme  seul  variable,  et  qu'à  ce  point  de  vue  on  représente  cette 
fonction  par  F[p),  on  aura 

Y{p]  =  F(/^-f-  2/--). 

Ainsi  une  fonction  synectique  d'une  vainàble  complexe  re'P  de 
modale  /•  constant  est  toujours  une  fonction  périodique  de  l'ar- 
gument j)  de  la  variable,  la  période  étant  271  [366]. 

1174.  On  peut  donner  au  développement  (i)  la  forme  d'une 
série  trigonoméLvique ,  en  remplaçant  les  exponentielles  imagi- 
naires par  leurs  valeurs  en  cosinus  et  sinus,  et,  si  l'on  pose 


a„  ]■"  -\-  a_„  }-"  z:=  «„ ,      /  (  a„  r"  —  «_„  r" 


il  vient 


F[p]=   -  Ky  -t-  «1  COS/^  -h   a.,  CO.S2/J  -i-  .  .  . 

■+-  s,  s'inp  -+-  [i.y  sin  2p  -]-... . 

On  voit  aisément  que,  si  F(/7)  est  une  fonction  paire  de  />  [288], 
le  développement  devra  se  réduire  à  sa  première  ligne  et  ne  con- 
tenir que  des  cosinus.  Si,  au  contraire,  F(/^)  est  une  fonction 
impaire  de  p,  le  développement  se  réduira  à  sa  seconde  ligne  et 
ne  contiendra  que  des  sinus. 

4 175.  Dans  le  cas  où  le  module  ;•  est  constant,  on  peut  le  sup- 
poser, ainsi  que  p,  égal  à  l'unité.  La  formule  (i)  devient  alors 

,  (     F  (/>)  :-=  "o  -+-  «!<?'''  -t-  «2^-'^'  +  .   •   . 

\  +  «_!<?-'>  -f-  r/_2t'-^'''  -+-    ■       .  . 

la  valeur  générale  d'un  coefficient  de  cette  série  étant 


I   r 


F['^)e-"'^(h. 


Le   terme  général  de  la  série  peut  s'écrire,  en  faisant  passer  le 
facteur  e"'/'  sous  le  signe  d'intégration. 

En  réunissant  les  termes  qui  correspondent  à  des   indices  égaux 
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cl  de  signes  conlraires,  leur  somme  deviendra 

rt„e"''' -4- r7_  „(--'>"  =  -    /        F{f)cos,n{p  —  '^](fy. 

"  Jo 

Donc  le  développement  d'une  lonclion  de  e'/',  syneclicpie  |)oui' 
toute  valeur  de  l'angle  /;  et  périodicpic  par  rapport  à  cet  angle,  la 
période  étant  2  7r,  sera  de  la  forme 

(4)     F(/.;:=_f    nP{'f)^h  +  z^    r"\-{j]cosn[p~'^)cb^. 

n  =  t 

Si  Ton  remplace  dans  (3)  les  exponentielles  imaginaires  par 
leurs  valeurs  en  cosinus  et  sinus,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si 
l'on  développe, dans  chaque  terme  de  (4),la  valeur  de  cosn[i? — a-), 
on  aura  une  série  de  la  forme  de  celle  du  n°  1174,  où  les  coeffi- 
cients a.,1,  P«  auront  pour  valeurs 

I     f'^ 
K„  =     «„  +  «_„    =-    /        F['j>)cosn(j>d<i>, 

/3„  =  /  (  a„  —  r/_„  )  =  --    /        F  (  y  )  siii  n  rf(h. 

'■    t'  o 

Dans  le  cas  où  F(/>)  est  une  fonction  réelle  de  la  variable  réelle 
jy,  le  développement  devra  avoir  ses  coefficients  «„,  ^n  réels,  el, 
'  par  suite,  les  coefficients  primitifs  «„,  a_,i  devront  être  des  quan- 
tités complexes  conjuguées.  En  les  mettant  sous  la  forme 


où  Cii^yn  sont  des  quantités  réelles,  l'ensemble  des  deux  termes 
correspondants  de  la  série  deviendra 

«„  c" '>  4-  a_,^  e-"  '■/'  =  2  r„  cos  [  tip  +  7  „   . 
Le  développement  pourra  donc  s'écrire  ainsi  : 

(5)  Y[p)—Cç,-\-i  2c«cos(«/^ -]-7„). 

1176.   Pour  indiquer  un  exemple  du  cas  que  nous  venons   de 
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traiter,  considérons  la  question  du  développement,  suivant  les  co- 
sinus et  les  sinus  des  multiples  de  l'anomalie  excentrique,  d'une 
puissance  impaire  négative  de  la  dislance  d'une  planète  à  un  point 
fixe. 

Si  l'on  désigne  par  p  cette  anomalie  excentrique,  par  H,  K,  v., 
G  des  constantes  dépendant  des  éléments  de  l'orbite  et  de  la  posi- 
tion du  point  fixe,  le  carré  de  la  distance  en  question  se  présentera 

sous  la  forme 

A-  =  Il  -+-  Tvc()s(p  —  y.)  -f  G  C()S2/>>. 

La  fonction  A~'^,  p.  étant  un  nombre  entier  positif  et  impair, 
bien  qu'étant  obtenue  par  l'opération  de  l'extraction  de  la  racine 
carrée,  qui  donne  lieu  à  deux  délerminations,  pourra  néanmoins, 
comme  nous  le  verrons  plus  lard,  être  considérée  comme  uniforme 
et  continue  dans  l'étendue  d'une  aire  qui  ne  contient  aucun  zéro 
ni  aucun  infini  de  cette  fonction,  et  par  suite  aucun  point-racine 
de  l'équation  A-  =o. 

Or  une  discussion  facile  montre  cpie  les  racines  de  l'équation 
A- ;=  o,  qui  est  du  quatrième  degré  par  rapport  à  e'/',  sont  de  la 
forme 

a&\      -c'\      be-'\      \e~'\ 
a  1) 

a,  h  étant,  ainsi  que  0,  des  constantes  réelles,  et  pouvant  être  sup- 
posées telles  que  l'on  ait 

o  <  é  <  rt  <  I . 

La  valeur  de  A-  pourra  ainsi  s'écrire 

A^  =  -^  (l  —  ae-''>z]  il  -  r/6>'«  ^-\  [  i  —  /jef''> z]  (i  -  be"''  i^  . 

On  se  propose  maintenant  de  développer  suivant  les  puissances 
de  z  =  e'P  la  fonction 


Y[p]=^=(''^V{i-„e-">z]    '~^ix-.ae''-\    ''(i-he^z)    ~  (  i  -  fje-''> - 


et  il  s'agit  de  reconnaître  a  priori  si  ce  développement  est  pos- 
sible. 

Le  module  de  z  étant  égal  à  l'unité  et  les  modules  des  racines  de 
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réqualioii  A- =  o  salislaisiinl  ;ui\  iii(':;alil('s 

(i         h 

le  point  z  sera  toujours  compris  dans  l'intervalle  de  diiix  cercles 

décrits  de  l'orininc  comme  centre,  avec  les  ravons  a  et  ->  et  cet 

a 

intervalle  ne  contiendra  aucun  zéro  ni  aucun  infini  de  la  fonction 
F(/>).  Donc  le  développement  proposé  sera  toujours  convergent 
et  sera  de  la  forme  de  la  série  (5)  du  numéro  précédent. 

1177.  Sous  la  forme  que  nous  avons  donnée  au  déveloj)pemenl 
(i)  de/'(c -t- /•e'/')  =F(y^),  la  variai)le  /'  est  supposée  n'admeltre 
que  des  valeurs  réelles,  et  la  période  2  7r  de  la  fonction  est  aussi 
réelle.  On  peut  transformer  ce  développement  en  un  autre  qui 
représente  une  fonction  d'une  variable  complexe,  ayant  pour  pé- 
riode une  constante  complexe  (jucleoncpic. 

Posons 

z  —  c  :=  re'i'r-  c-'i-'i'=.  c'(''-^'''K 

277(1' 

p  -r-  iq  =  -,--  ,     f[z]  =z  F(n'^, 

w  étant  une  nouvelle  variable  et  X  une  constante  arbitrairement 
choisie,  réelle  ou  complexe. 

La  fonctiony(:3)  =F(^v)  ne  changeant  pas  de  valeur  lorsque  p 
croît  de  -m,  et  par  suite  w  de  ?.,  F(w)  sera  une  fonction  pério- 
dique d'une  variable  complexe  çv,  avant  pour  période  une  quantité 
quelconque  À. 

En  luisant  ces  substitutions  dans  la  formule  (i),  on  obtiendra 
pour  F(çv)  un  développement  suivant  les  puissances  ascendantes 
et  descendantes  de  l'exponentielle 


et  dont  le  coefficient  a„  sera  donné  j)ar  la  formule 

(6) 
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en  posant 

et  remarquant  que,  p  étant  constant  dans  l'intégration,  on  devra 
aussi  considérer  j(;  =  log  -  comme  une  constante. 
On  aura  alors  un  développement  de  la  forme 


F((i')  z=  <7oH- <7,e    *     4- 

-+-  (i—\C       '■     -T-  ((—^e       '•      -\-  .  .  . . 

1178.  Par  suite  du  changement  de  la  variable,  le  contour  de 
l'aire  dans  laquelle  était  renfermée  la  variable  z  va  clianger  de 
forme.  Voyons  par  quelles  lignes  seront  •  remplacés  les  deux 
cercles  qui  limitaient  primitivement  celte  aire. 

Pour  cela,  voyons  quel  lieu  décrit  le  point  o)  quand  le  point 
pe'î  décrit  un  cercle  de  rayon  p.  Si  l'on  pose 

M  =  rt>'»',     À  =  le'\ 

l'équation  —^  ;=  Ci.  -h //  donne,  en  égalant  les  parties  imagi- 
naires, 

V  sin    U  —  6/     := /  3=  —  log  -  ) 

équation  qui  est,  par  rapport  aux  coordonnées  polaires  r,  p,  l'équa- 
tion d'une  droite  parallèle  à  la  droite  qui  va  de  l'origine  au  point 
X.  Donc  le  cercle  de  rayon  p  se  change  en  une  droite  menée  à  la 
distance 

de  l'origine  O  et  parallèle  à  la  droite  01. 

De  même,  si  z^,  Zf  sont  les  points  de  discontinuité  dej'[z)  par 
lesquels  passent  les  deux  cercles  de  centre  c,  et  <Vo,  Wt  les  points 
de  discontinuité  correspondants  de  la  fonction  F[w),  les  deux 
cercles  seront  l'emplacés  par  deux  droites  passant  par  ces  points 
Wo,  Wi,  parallèles  à  OX  et  situées  aux  distances 

7  ^      1  ^  /  ^      1  ^ 

^'0  =  -^  log ÎT '      /'i  =  —  log "- 
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clc  IdiMyino.  Donc  rairc  de  coiivcrqcnco  rom])ris(:  critiv;  ces  deux 
cercles  se  trouve  remplacée  par  l'aire  indéfinie  comprise  entre  les 
parallèles  en  question,  cl  la  fonction  F(<v)  sera  développablc  sous 
la  forme  (7)  pour  tout  point  s\>  de  la  bande  limitée  parées  paral- 
lèles. 

Tandis  que  les  valeurs  de  ;;  correspondantes  aux  diverses  va- 
leurs p  -i-  ilcK  de  l'argument  se  recouvraient  en  un  seul  point,  les 
valeurs  w-f-AX  de  la  nouvelle  variable  formeront,  pour  les  divers 
iioml)res  h,  une  suite  de  points  équidistants,  situés  sur  une  inèinc 
parallèle  à  OA. 

1179.  Dans  le  cas  de  X  réel,  on  a  (9  =  o,  et  OX  coïncidera  avec 
Taxe  des  x.  L'aire  de  convergence  sera  alors  une  bande  comprise 
entre  deux  parallèles  à  cet  axe.  On  peut  passer  du  cas  de  ).  com- 
|)lexe  à  celui  de  X  réel,  et  vice  versa,  par  une  simple  rotation  de 
l'axe  des  x,  en  multipliant  w  et  co  par  e*"\ 

1180.  Si  l'on  remplace  la  quantité  y^  par  sa  valeur  — ^  >  et  que 
l'on  fasse,  de  plus, 

la  valeur  (6)  du  coefiîcient  «„  deviendra 

(8)  „,.=  l^',.(-iii^).^""-'-.,. 

Eu  transportant  l'axe  desx  parallèlement  à  lui-même,  on  pourra 
amener  l'origine  O  entre  les  deux  parallèles  limites,  sur  la  droite 
intermédiaire  située  à  la  distance  h  de  l'origine  primitive,  et  l'on 
de^ra  alors  remplacer  //  par  zéro,  ce  qui  donnera  la  lormule  plus 
simple 

(9)  «„  =  jyr(e«-^)^""^ '•./■:., 

ou,  en  supposant,  de  plus,  X  réel  et  0  =  o, 


""=-'£ 


=  ;  /  F(i)<!  '  ■<«. 
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2  n-  . 

Dans  ce  dernier  cas,  le  ternie  a„e  '         prendra  la  forme 

cl  Je  d('veloj)pcmenl  pourra  s'écrire,  dune  manière  analoj^ue  à  la 
série  (4)? 


fii^ 


F("0-J/f(v)^'}+?2   /'f(-^)cos^^^^1^^ 


Dans  les  formules  précédenles,  qui  déterminent  la  \aleur  géné- 
rale des  coefficients  a„  du  développement,  on  ])eiit  remplacer  les 
limites  o  et  /  par  d'autres  dont  la  dilTérence  soit  égale  à  la  gran- 
deur /  de  la  période.  Il  suffit  pour  cela  de  remplacer  sv  cl  ^  par 

ce  cpii  revient  à  déplacer  l'origine  sur  l'axe  des  x.  En  posant  alors 

F(vv)  =  F)  ((v'),  la  formule  (^lo)  devient 


(I2J 

d'où 


F(»']=Fi(-':  =  7J_^      F 


l-l' 


?2j_, 


l—lo 


o.mziu 


F,(-y;c.,s-^ ^ I-'r/y. 


1 181 .  Lorsqu'on  voudra  obtenir  le  développement  dey^(^)  pour 
un  point  z  situé  en  dehors  de  l'intervalle  des  cercles  menés  par  les 
points  Zo,  Zi,  par  exemple  dans  l'intervalle  des  cercles  menés  par 
le  point  Zi  et  par  le  point  de  discontinuité  suivant  z^  dans  l'ordre 
des  distances  à  c,  on  devra  donner  à  p  une  autre  valeur,  comprise 
entre  les  distances  cZi,cz2,  et  substituer  cette  valeur  dans  l'ex- 
[)ression  (2)  de  rt„. 

De  même,  lorsqu'on  voudra  développer  F(tv)  pour  un  point  w 
situé  en  dehors  des  parallèles  à  O).  menées  par  ^Vq  et  <V),  et  com- 
pris, par  exemple,  entre  les  parallèles  menées  par  (V)  et  le  point  de 
discontinuité  suivant  w^,  on  donnera  à  //,  dans  la  formule  (8),  une 
nouvelle  valeur  comprise  entre  les  distances  //),  h^  de  W\,  w^  à  O?,. 
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1182.  Los  foi  nulles  élablios  dans  le  paragraphe  prccédcnl 
pernicllcMit  de  développer  en  série  périodicpie  convergente  loulc 
fonclion  d'une  variable  coin|ilexe  on  réelle  qui  est  uniforme  et 
continue  dans  la  partie  du  |)lan  comprise  entre  deux  parallèles 
données,  et  qui  a  pour  période  une  constante  quelconque,  pourvu 
(pie  Ton  connaisse  toutes  les  valeurs  de  cette  fonction  dans  l'é- 
tendue d'une  période,  valeurs  au  moyen  desquelles  on  peut  cal- 
culer avec  une  approximation  indéfinie  les  intégrales  qui  déter- 
minent les  coefficients  de  la  série. 

Nous  avons  pu,  par  un  choix  convenable  de  variables,  ramener 
à  une  forme  entièrement  réelle  le  développement  d'une  fonction 
réelle  de  la  variable  complexe  ~.  Mais  cette  réduction  a  été  obtenue 
en  particularisant  un  développement  de  forme  complexe,  et  elle  est 
fondée  sur  l'intégration  d'une  fonction  d'une  variable  complexe  le 
long  d'un  contour  donné.  Elle  ne  peut  donc  s'appliquer  qu'à  une 
fonclion  F[p)  pouvant  être  définie  comme  fonclion  d'une  variable 
complexe  j'cP^,  ce  qui  n'est  généralement  possible  que  [)Our  les 
fonctions  analytiques. 

Toutefois,  Fourier  a  établi  que  les  développements  réels  du 
paragraphe  précédent  sont  susceptibles  d'une  grande  extension, 
et  peuvent  s'appliquer  à  toute  fonction,  analytique  ou  non,  F(xj, 
périodique  par  rapport  à  la  variable  réelle  p  et  définie  par  la  seule 
connaissance  de  toutes  ses  valeurs  dans  l'étendue  d'une  période, 
pourvu  que  cette  fonction  satisfasse  aux  conditions  suivantes  ; 

i**  Qu'elle  soit  susceptible  d'intégration  ('); 

2°  Qu'elle  n'ait  pas,  dans  l'étendue  de  la  ])ériode,  un  nombre 
infini  de  maxima  et  de  minima; 

3°  Que,  dans  le  cas  où  sa  valeur  varie  brusquement,  elle  prenne 


(')  La  définition  que  nous  avons  donnée  [231  et  siiiv.]  d'une  intégrale  définie  ne 
pourrait  plus  s'appliquer  au  cas,  par  exemple,  où  la  fonclion  à  intégrer  serait  déter- 
minée par  la  propriété  de  prendre  une  valeur  constante  a  pour  toute  valeur  ration- 
nelle de  la  variable,  et  une  valeur  constante  dilTérente  /'  pour  toute  valeur  irration- 
nelle de  cette  môme  variable. 
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une  valeur  moyenne   entre  les  valeurs-limites,  prises  de  pari  et 
d'autre  de  la  discontinuité. 

Nous  allons  démontrer  que,  pour  toute  fonction  F(x)  satisfai- 
sant à  ces  conditions,  la  formule  (4)  du  paragraphe  précédent 
subsiste,  c'est-à-dire  que  l'expression 

/»  2  Tî 

l  -    /         F  (  ?  )  r/2  [  J  -f-  cos  (  ;  —  x"  -r  ces  2  (  ç  —  .r]  -+-...-[-  c  os  m  (^  —  j;)]  ' 


F(?)f/Ç 


sin  (m  -f-  ■!■)(§  —  .r' 


sin  4  (  Ç  —  x) 
converge,  pour  m  infini,  vers  la  limite  F[x] 


1183.   Commençons  par  clicrclier  la  limite,  pour  «  infini,  de 

r^',   ,  sin  A// 


l'intégrale 


lA//    , 


Il  désignant  un  nombre  positif  ^-5  cl  f[l)  une  fonction  de  t,  que 

nous  supposerons  d'abord  constamment  y/«ie^  conUiiue  et  Jioii 
croissante  lorsque  t  varie  de  o  à  h,  c'est-à-dire  telle  que  l'accrois- 
sement/'(î -h  e) — /{f-)  soit  infiniment  petit  avec  e,  et  de  signe 
contraire  à  z  s'il  n'est  pas  nul. 

Pvcmarquons  d'abord  que,  dans  les  limites  assignées  à  la  va- 

.  ,  ,         ,  un  lit  .  1         p    •  1 

riable  t,  le  rapport  — : —  conserve   toujours  une  valeur  iinie,  que! 

que  soit  /«,  et  qu'il  tend  vers  la  limite  n  pour  /  =  o.  Mais  ce  rap- 

port  n'est  pas  toujours  de  même  signe.  Soit,  en  effet,  —  le  plus 

grand  multiple  de  -  qui  soit  contenu  dans  // ;  partageons  linter- 

valle  h  en  intervalles  partiels  égaux  chacun  à  -5  à  rexception  du 

dernier  /■ ,  qui  sera  <^ -•  Les  valeurs  de  smiit  qui   corres- 

n      ^  H  ^ 

pondent  aux  valeurs  de  t  comprises  dans  les  intervalles  successifs 

entre 

0-  fv—  1)77        ^     V77  V- 

5  et     II 


O  et  -  5      -  et  — j      '  '  ■ -, •  et 


71 
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seront  do  signes  altcrnalixcnuMit  posilifs  cl  iiéf^iilifs  ;  il  en  sera  dr 
mcme  des  valeurs  de  1  expression  /(/ )  -^ — >  cl  par  smhj  do  inlc- 

ii^rales  de  celle  expression  corresijoiidanies  à  ces  mêmes  inlervallcs. 
Si  l'on  désigne  donc  par  Uq,  tf,,  .  .  . ,  u.^  les  valeurs  absolues  de  cc> 
intégrales,  le  signe  de  Tune  d'elles  Uk  sera  celui  de  ( — i)*. 

De  plus,  il  est  aisé  de  voir  que  ces  valeurs  absolues  Uq,  u,.  .  .  . , 
/<A,  .  .  .  vont  en  décroissant  à  mesure  que  l'indice  À'  augmente.  Si 

l'on  remplace,  en  effet,  dans  ///,,  /  par  /  -\-  ''-■,  uour  ramener  »/,  ;hi\ 

mêmes  limites  que  //a-i,  on  aui-a 


sinl  ^  -+- 


...  ...         smnt 

J  [f  -^   -  1 -j r    df. 

sin  (  t  4- 


0:r 


En  comparant  celte  intégrale  à 

ty  (Ji—ijji 

n 

on  a,  par  hypothèse, 

f(t  +  -)</(/),        — 7-^-T  <  — / 

Donc  l'élément  de  l'inlégralc  ii^  est  moindre  que  l'élément    cor- 
respondant de  «A_i,  et,  par  suite,  ha<C"/— <• 

Pour  les  deux  dernières  intégrales  zi,_,  et  a.,,  à  la  diminution  de 
l'élément  en  passant  de  la  première  à  la  seconde  se  joint  encore  la 

diminution    de  l'intervalle  des    limites,  // '-étant  <  -•    Donc, 

Il  n 

n  fortiori,  u.,  <^  «,_, . 

2. 
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i18i.   Etudions  niainlenanl  de  plus  près  Finlégrale  de  rang  /, 


(-t  +  OTT 


.,   .  smnt 
su\t 


sinwf 


Des   deux  facteurs   fit)   el —. —  qui  composent  la  fonclion   sous 

le  signe  /,  et  qui  sont  l'un  et  l'autre  continus  entre  les  limites  de 
l'intégrale,  le  second  conserve  un  signe  constant  entre  ces  limites. 
Donc,  d'après  la  formule  ctal)lie  au  n°  283,  ^  I,  la  valeur  de  l'inté- 
grale iik  est,  au  signe  près,  égale  à  l'intégrale  du  second  facteur, 
mulli])liéc  j^ar  une  valeur  moyenne  du  premier  facteur,  de  sorte 

que,  en  désignant  parj/^  une  moyenne  entre  j  I  —  1  et/     ^ U 

on  aura 

(A--)-i)7r 


:3)  (-.)'«.=A. /;  "  1"' 


dt. 


La  nouvelle  intégrale  dépend  de  h  et  de  n,  et  sera  du  signe 
( — i)*.  Désignons-la  par  ( — i)'''^a,  et  cherchons  vers  quelle  limite 
elle  tend  lorsque,  A  restant  invariable,  n  croît  indéfiniment.  Pour 

cela,  remplaçons  t  par-;  il  viendra 


^k-x 


et,  comme  «sin-5  pour  ii  infiniment  grand,  difl^èrc  de  x  d'une  frac- 
tion infiniment  petite  de  lui-même,  l'intégrale  ( — lYs/^.  aura  avec 


l'intégrale 


un   rapport  infiniment  peu    différent  de   l'unité,    et,    sin-  étant 


si';  Il  1 1;    DK    loi  iti  i;  ri.  fi 

inoiiKlrc  (|iir  -  »  ce  nippoiL  sera  de  l.i  loniic  i — e,  e  claiil  un    iiili- 
ninioiil  pclil  positif. 

Or,  on  a  vu  :  iHl,   182j  ([iic  liiilc-rah-    /       ^  ^/t  a   une  valeur 

Jo         ~ 

(inio,   égale  à--  On   peiil    la   parlai;er,   comme   nous    l'avons   fait. 

pour  rinlégralc  (2),  en  un  nombre  infiniment  giaiid  d'aiilK^  iiil(';- 
yralcs,  prises  entre  les  limites  resj)ectives 

0  et  -,     77  et  2- /  -  et  (/•  +  iJTT,      ..., 

et  qui  seront  précisément  les  intéijralcs  que  nous  venons  de  dési- 
gner par  ( —  i)^o-A.    Dès  lors-,  rinlégralo     /      ^^' Jr  sera  la  limite 

«^0 


de  la  somme  de  la  séri(^  inniiic 


i)''<7/. 


laquelle,  par  suite,    sera  convergente  et  aura  pour  limite-- 

Les  termes  de  cette  série  allant  toujours  en  décroissant,  il  ré- 
sulte d'une  proposition  connue  que  la  somme  2a  des  /»  premiers 

termes  sera  inférieure  ou  suiiérieurc  à  la  limite  -■>  suivant  (rue  Â 

sera  pair  ou  impair,  et  qu'ainsi  cette  somme  difïerera  de  -  d'une 
quantité  moindre  que  le  terme  suivant  a^. 

118o.  Revenons  maintenant  à  l'intégrale  (2),  et  cherclions 
à  déterminer  la  limite  vers  laquelle  elle  converge,  lorsque  n  croît 
indéfiniment. 

Quand  n  croîtra,  les  intégrales  partielles  u/,  changeront  de  va- 
leurs, en  même  temps  que  leur  nombre  augmentera.  Soit  N  un 
nombre  entier,  indépendant  de  «,  et  que,  pour  plus  de  simplicité, 
nous  supposerons  impair.  Le  nombre  v,  qui  croît  sans  cesse  avec  //, 
finira  par  surpasser  N,  quelque  grand  que  soit  celui-ci. 

Cela  posé,  partageons  la  somme  Uo — u,-|-«2  —  •••  en  cleux 
groupes,  dont  l'un  contienne  les  iS  -+- 1  premiers  termes,  et  l'autre 
tous  les  termes  suivants.  Le  premier  groupe  sera,  par  la  lor- 
mule  (3), 

( 4  )  /u ^  —  A -^i  +  A > 2  —  • .  •  —  /n "s. 
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elle  second,  dont  le  nombre  des  tei'mes  croîtra  avec  71,  sera 

Il  est  facile  d'obtenir  la  limite  de  la  somme  (4)  pour  ji  infini. 
En  effet,  les  quantilésy^,  J\,  .  .  . .  fy^,  étant  respectivement  com- 
prises entre  les  limites 

/«»'•/(=)•  /(^)"/(t)'   "/(v)^'/[^^1' 

convergeront  chacune  vers  f{o).  D'autre  part,  les  quantités  .^o, 
.V,,  ....  .v>;  convergeront  respectivement  vers  Œq,  c,,  ..  .  a^. 
Donc  la  somme  (4)  aura  pour  limite 

On  peut  donc  lu  représenler  par 

<j  étant  un  infiniment  petit  positif. 

Considérons  actuellement  la  somme  (5),  composée  d'un  nombre 
indéfiniment  croissant  de  termes.  Ces  termes  étant  alternative- 
ment positifs  et  négatifs,  et  chacun  d'eux  étant  numériquement 
moindre  que  le  précédent,  la  somme  sera,  quel  que  soit  le  nombre 
des  termes,  positive  et  moindre  que  son  premier  terme.  Elle  sera 
donc  moindre  que  la  limite  de 

/n  +  i.v>,  +  ,</(  G  ;.*>-_,, 

laquelle  est  moindre  que  celle  dey^(o)a^.^i  augmenté  d'un  infiniment 
petit  positifs.  Donc  l'intégrale  (2),  somme  des  deux  groupes  (4) 
€t  (5),  finira  par  différer  dey(o).S^  d'une  quantité  numérique- 
ment moindre  que  d  -hf{o)ciy_^i-j~  s,  0  et  e  étant  des  infiniment 

petits.  D'autre  part,  2v  diffère   de  -  d'une  quantité  moindre  que 

^.N+i-  Donc  l'intégrale  (2)  finira  par  différer  de  -f[o)  d'une  quan- 
tité moindre  que 


SDiUK   DI-:    l'oi  i\  t  i;u.  .'.  i 

Or,  la  série  a,, —  a, -|-  'J■^ — .  .  .  ('•laiil  convergente  [H84],  il  m 
icsullc  que  son  terme  général  doit  être  infiniment  petit  pour  un 
indice  infiniment  grand.  Donc  on  peut  choisir  M  assez  grand  pour 
<iue  ax^.,  soit  moindre  que  toute  grandeur  donnée.  Donc  l'inté- 
grale (  2  )  finira  toujours,  pour  ii  croissant  indéfiniment,  pai-  dillerer 

aussi  peu  que  l'on  voudra  de  -/(o).  On  aura  donc 


(6) 


,.  r'  ri    \  Sin«^    ,  ~  rf     \ 

hm    /     fit]'-, —  dtz=z--f(o). 


J  186.  La  démonstration  s'appliquant  aussi  au  cas  oi!i/(^)  se 
réduit  à  une  constante  c,  on  aura 

.  1-        r'    sin«f  ,        - 

n-     .Jo  SUU  2 

Si  maintenant  la  fonction  décroissante /(t),  au  lieu  de  rester 
constamment  positive  depuis  £  =  o  jusqu'à  t  =  h,  devenait  néga- 
tive dans  une  partie  de  l'intervalle  ou  dans  l'intervalle  tout  entier, 
on  pourrait  choisir  une  constante  c  assez  grande  pour  que  la 
(onction  c-\-  f[t)  ne  cessât  pas  d'être  positive,  et  par  conséquent 
[)our  que  le  théorème  lui  fût  applicable.  On  aurait  alors 

H  —  K    J  Q  suit  J. 

En  retranchant  de   cette  équation  l'équation   (7),» on    rclrou\e- 
rait  encore  la  formule  (6). 

Supposons  enfin  que  la  fonction  f[t)  soit  croissante  depuis 
/  =0  jusqu'à  f=  h.  Alors  — /{*)  sera  une  fonction  décroissante, 
et,  par  suite, 

[  — /  0]  -^ dt  =  —    \     fit]—. dt 

convergera  vers  la  limite  —  -  fi^o),  d'où  l'on  conclut  que  la  for- 
mule (6)  est  encore  vraie  pour  le  cas  àcj\t)  croissante. 

Donc  le  théorème  exprimé  par  l'équation  (6)  est  vrai  pour  toute 
fonction  ^(i)  assujettie    à  la  condition  de  rester  continue  pour 

toute  valeur  de  £,  depuis  £  =;  o  jus([u'à  £  =  A  ^  -5  et,  de  plus,  de 
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rester,  clans  cet  intervalle,  toujours  décroissante  ou  toujours 
croissante,  à  moins  qu'elle  ne  conserve  une  valeur  constante  dans 
une  partie  ou  dans  la  totalité  de  l'intervalle. 

1187.  Soit  maintenant  g  un  nombre  compris  entre  o  et  //,  et 
supposons  que  la  fonction  soit  donnée  seulement  entre  t^g 
et  t  =  h,  et  qu'elle  remplisse,  dans  cet  intervalle,  les  mêmes  con- 
ditions qu'elle  devait  remplir  tout  à  l'henre  entre  o  et  h.  L'inté- 
grale 

!8)  f  "/('!  '^'" 


smt 


convergera,  pour  n  infiniment  grand,  vers  une  limite  que  l'on 
pourrait  trouver  directement  en  suivant  la  même  marche  que 
ci-dessus.  Mais  il  est  plus  simple  de  ramener  ce  cas  au  précédent. 
La  fonctiony(i)  n'étant  donnée  qu'entre  ^  et //,  rien  n'empêche 
de  compléter  la  série  de  ses  valeurs  depuis  t  =  o  jusqu'à  f,z=g, 
en  supposant  que,  dans  cet  intervalle,  la  fonction  varie  dans  le 
même  sens  qu'entre  g  et  h,  ou,  plus  simplement,  qu'elle  reste 
constamment  égale  à  sa  valeury(^)  correspondante  à  t  =  g.  Alors 
le  théorème  (6)  sera  applicable  à  chacune  des  deux  intégrales 

J^o  -,  .  s'in/it  /"''         ûn/it  , 

qui  convergeront  chacune  vers  cette  \a\eur  -f[g).  ]3onc  l'inté- 
grale (8),  qui  est  la  différence  des  deux  précédente's,  conveï"gera, 
pour  n  infini,  vers  la  valeur  zéro. 

Donc,  si  g  et  h  sont  deux  nombres  tels  que  l'on  ait 

et  siy(  t  )  est  une  fonction  continue  et  variant  toujours  dans  le  même 
sens  depuis  t  =:  g  jusqu'à  t  =  h  [à.  moins  qu'elle  ne  reste  constante 
dans  ime  portion  quelconque  de  cet  intervalle),  l'intégrale  (8) 
tendra,  pour /i  croissant  à  l'infini,  vers  la  limite  zéro,  si  g  n'est  pas 

nul;  mais  pour  ^  =^  o  elle  tendra  vers  la  limite  ^/[o). 


si':  H  ne   iti:   ForiuiMi.  aS 

Si  la  foncliony(/)  prcscnlait  des  solulions  de  conlirmih'  |»<iim 
les  valeurs  t  =  g,  t  =  h,  de  soric  que,  e  étant  un  infinimciil  petit 
posilif,y(^  —  e)  cl  J'{h  —  e)  n'eussent  pas  les  nirnies  limites  res- 
pectives que /"(^^-f- e)  et /'(// -h  s),  il  riiii(li;iil  rcMi|il;i((r,  (hiiis  ec 
([ui  préeède,y(o)  par  la'  limite  dey(+  e),  que  nous  désij^^icrons, 
pour  abréger,  par  /'(+  o).  Il  n'y  aurait,  du  reste,  rien  à  changer, 
pourvu  que  les  valeurs  dej'[t)  correspondantes  aux  discontinuités 
ne  fussent  pas  infinies. 

1188.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  la  lonction  /'{(■)  ne  pré- 
sente, dans  l'intervalle  de  t  =:  g  h  t=  h,  aucune  valeur  singulière, 
c'est-à-dire  qu'il  n'y  ait  aucune  valeur  de  t  pour  laquelle  elle  de- 
vienne discontinue  ou  qui  corresponde  à  un  maximum  ou  à  un 
minimum  de  cette  fonction. 

Supposons  maintenant  que,  entre  g  et  //,  il  existe  des  valeurs  t^, 
to,  .  .  . ,  f n  qui  correspondent  à  des  discontinuités  ou  à  des  chan- 
gements de  sens  de   l'accroissement  de  f{i)-  Nous  partagerons 

l'intégrale    /      en  intégrales  partielles,  prises  chacune  entre  deux 

J  n 

valeurs  singulières  consécutives  : 


J-r  J  [  J  t.. 


La  première  de  ces  intégrales  a  pour  limite  zéro  ou  -f{-\-  o),  sui- 
vant que  g  sera  ou  non  différent  de  zéro.  Toutes  les  autres  seront 
nulles,  d'après  le  numéro  pix'cédent.  Donc,  enfin,  le  théorème  dé- 
montré ci-dessus  subsistera,  quelle  que  soit  la  marche  de  la  fonc- 
tion /'(î),  pourvu  que  les  valeurs  singulières  y  soient  en  nombre 
fini  et  qu'ainsi  la  fonction  soit  intégrable. 

H89.   Nous  pouvons  maintenant  passer  à  la  détermination  de 
la  limite,  pour  m  infini,  de  l'intégrale 


il' 


T.  ,.,,  sin(  w  -f-  -rlf  ? 


En  posant 


-  (?  —  ■'"1  =  '>    2///  ^-  I  =  '/, 

2  ^  ' 
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l'intégrale  deviendra 


-   /  F  .r  +  -xt)-- —  dt, 

X 

2 

intégrale  de  même  forme  que  celle  que  nous  venons  d'étudier,  à 
cela  près  que  les  limites  sont  différentes.  Nous  allons,  par  décom- 
position, la  ramener  à  des  intégrales  dont  les  limites  soient  com- 
prises dans  l'intervalle  de  o  à  -• 

i"  Supposons  d'abord  o<^x<7r.  On  décomposera  l'intégrale 

X 

I  en  . 

J  X 

fK  f~\  r . 


(a).   On  a  d'abord,  en  vertu  de  la  formule  (6),  pour  la  première 
intégrale, 


lllll  -    /     t  ( 
Pour  X  =  o,  celte  valeur  se  réduit  à 


smnt  I 

r  -f-  2 0  —■ dt  -=1  -?[x  -i-  o], 

'    SUl/  2        ^  ' 


JF(+o: 


((3).   En  changeant  t  en  T.  —  t,   la   deuxième  intégrale   / 

1/ ;r 

2 

devient ,  pour  x  ^  o, 

it 

,.       I     /*-„,  ,  ûnnt   , 

lim  -    /      F 1  j;  H-  2 TT  —  it]  —-. —  dt  =  O' 


si: un:   m:   luinii:». 
pour  X  =  o,  colle  valeur  se  change  en 


--    FfîTT  —    o). 


(y).   Pour  la  Iroisiènie  intégrale  /        ,  si  l'on  change  ^  en  — /,  il 


vient 


lim 


TT  ;      ^         '  suit        1    ^        " 


valeur  qui,  pour  x  =  o,  doit  être  remplacée  par  zéro 
Donc,  pour  x^  o,  l'intégrale  aura  pour  valeur 

Fl'.r +  o)  +Ff.r—  o 


poura'=:  o,  elle  deviendra 

Ff-f-o]  -t-  F  o- 


2"  Si  l'on  a  t:  <^x  <^in,  en  remplaçant  x  par  27:  —  x',  t  par 
-/,  l'intégrale  deviendra,  pour  o  <^  x'<^  tt, 


'■  t/        x' 


,  smnt 

-  dt. 


Slll^ 


et,  en  décomposant  celte  intégrale  comme  dans  le  cas  précédent, 
on  trouvera,  pour  les  trois  parties  : 

(a).  ^F(2Tr — x' — o)  =  -jF(x — o)  pourx<^2  7T,  et^  F(2  7r  —  o) 
pour  x=  277; 

(j3).   La  valeur  zéro  pour  .r  <^  27:,  et  {F(h-  o)  pour  x  =  27r  ; 

[y).   \'P{x  -h  o)  pour  x  <^  27r,  et  zéro  pour  ,r  =  2  7r. 

Donc,  pour  a:<^  27:,  l'intégrale  a  encore  pour  videur 

Ff,r  -4-  ci  -I-  Ff.r  — o) 
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el,  pour  x  =  2  7T, 

Ff-f-  ol  A-FliT  —  o] 


3"  Pour  a:  de  grandeur  quelconque,  on  ramènera  sa  valeur  entre 
les  limites  o  et  27r  par  l'addition  ou  la  soustraction  d'un  multiple 
convenable  de  au,  ce  qui  n'altère  ni  la  fonction  F(.r),  qui  est 
supposée  périodique  et  de  période  27:,  ni  la  série  limite  de  l'in 


tégrale. 


1190.   Donc,  quelque  valeur  que  l'on  donne  à  .r,  la  série  trigo- 
nométrique 


^X' 


^''f[?)./;  H-;^  2    f   ""i-'lîlcî^swlÇ-.r)^/? 


=  -^    "Y.r,<ii 


-. cos.r    I         F    ;;  C(».S;c/£ -f- C()S?..r   |         F(  £)  COS  2;  r/:  +  .  .  . 

~    I.  Jo  Jo  J 

-\ sin.r    1        F^:)  siii;<'/;  +  siil2j:  /         F  (  i:  )  sin  2?r/;  -+- .  .  , 

~  L        ./()  «-'0  J 

aura  pour  valeur  F(x)  si  cette  fonction  est  continue  dans  le  voi- 
sinage de  la  valeur  X,  et-[F(x  —  o  ) -f- F(a; -4- o)]  si  x  est  une 

valeur  de  discontinuité  de  ¥[x).  Il  en  sera  encore  de  même  pour 
X  ^  o,  puisque  l'on  peut,  en  vertu  de  la  périodicité,  remplacer 
F(  27r  —  o)  par  F( —  o). 

Si  donc  on  donne  à  F(x),  entre  x  =^  o  et  x  =  27r,  une  suite 
arbitraire  de  valeurs,  représentable  par  un  arc  de  courbe  de  forme 
quelconque,  pourvu  qu'il  soit  composé  de  parties  continues  et 
que  les  discontinuités,  ainsi  que  les  maxima  et  minima,  y  soient 
en  nombre  fini,  la  série  (9)  représentera  l'ordonnée  de  cet  arc 
entre  les  abscisses  o  et  27:,  et,  en  dehors  de  ces  limites,  elle  repré- 
sentera une  suite,  indéfinie  dans  les  deux  sens,  d'arcs  identiques 
au  premier.  Seulement,  pour  chaque  point  de  rupture  de  la  courbe, 
la  série  représentera  la  moyenne  arithmétique  des  deux  ordonnées 
correspondantes  à  ce  point. 


s  Kit  II:   un   rdiiiii:!!.  vi) 

La  scric  (ç))  élanl  ilc  niciiic  li)rnic  (jiic  la  série  (4)  <-lu  n"  117ô, 
on  pourra,  par  un  changement  de  variable  combiné  avec  un  chan- 
gement d'origine,  lui  faire  subir  les  transformations  réelles  fjuc 
nous  avons  exposées  dans  le  paragraphe  précédent,  et  y  remplacer 
ainsi  la  période  lit  par  une  période  réelle  arbitraire  /,  puis  les 
limites  o  cl  /  par  d'autres  limites  (|uclconcpics  —  /,>  et  / —  /q. 

1191.  Donnons  quelques  exemples  d'applications  de  la  série 
de  Fouricr, 

I.  Soit  F(x)  =  cosfjtx.  Celle  fonction  étant  paire,  le  dévcloj)- 
pement  ne  contiendra  que  des  cosinus  [ri74-].  Si  l'on  suppose  la 
fonction  donnée  entre  x  ^  —  tt  et  x  =  -\-t.,  le  coefficient  a,/  du 
développement  [1175]  aura  pour  valeur  [449] 

a,j  =r  —    I         cos  7.:  C()S«;<^/;  =^  —    i      cos  y.;  cos// :^/r 
'■  «/  —  :r  '■  t,'o 

O.  u  sin  y-TT  rns n-         ,  \     2 y     sin  un 


avec 

On  aura  donc 

sin  -j- 


COSlL  X 


d'où,  en  faisant  x  =  r., 

sin  u-  /  "?  V.-  -2  u.'  \ 

ces  u-  = '■ —     I  H H ^' — 7  H-  .  .  .  )  • 

u.-      \  U--  —  I  u-  —    ^  y 


OU,  en  posant  /xt:  =  u, 


cotu  =  —  I  I 


u-  —  --    '    u-  —  4~' 


> 


développement  convergent  quel  que  soit  u. 

En  intégrant  les  deux  membres  de  cette  égalité,  passant  onsuilt 
des  logarithmes  aux  nombres,  puis  déterminant  la  constante  arbi- 
traire par  la  condition 


,.      sin// 

Imi  =  I, 
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on  a  le  développement  de  sln«  en  produil  Infini, 


sin  «  =  H  1  I 7 

4-V  V        9' 


Si  l'on  Y  fait  u  =  -i  la  formule  deviendra 


4Jl'      \6)V       36 


II.  Soit  F[x)=:x,  la  fonction  étant  donnée  entre  les  limites 
—  71  et  -h  7T.  Cette  fonction  étant  impaire,  le  développement  ne 
devra  contenir  que  des  sinus,  et  le  coefficient  général  sera 


5,,=:-/       çsin/??r/;  =  (  — l)«-l.- 


On  aura  donc 


I       .  ,         I  Q 

2  D 


Celte  série  représentera,  entre  les  limites  — tz  et  -l-7r,  l'or- 
donnée de  la  portion  correspondante  de  la  bissectrice  de  l'angle 
des  axes  positifs.  Dans  les  intervalles  suivants,  de  -h  t:  à  H- 3;;, 
de  St:  à  H-  Stt,  .  .  . ,  et  de  même  dans  la  direction  opposée,  la  série 
représentera  l'ordonnée  de  la  môme  portion  de  bissectrice  que  l'on 
aurait  transportée  parallèlement  à  elle-même  le  long  de  l'axe 
des  X  à  des  distances  27i,  4^?  ••••  Pour  les  abscisses  mêmes 
±  77.  zh  3r,  .  .  . ,  la  série  représentera  les  points  correspondants  de 
l'axe  des  x. 

III.  On  donne  le  contour  d'un  trapèze  isoscèle  OABC,  dont 
la  base  OC  =  a  est  située  sur  l'axe  des  x,  l'angle  AOG  =  BCO 

étant  égal  à  y?  et  la  hauteur  du  trapèze  étant  b.  On  veut  repré- 

senter  l'ordonnée  de  ce  contour  par  une  série  trigonométrique, 
en  supposant  qu'il  se  reproduise  identiquement  tout  le  long  de 
l'axe  des  x,  la  fonction  ayant,  par  conséquent,  a  povu'  période  et 
étant  une  fonction  paire.  On  prendra  alors  la  série  des  cosinus, 
avec  les  formules 

-v.^—~   j     F  ?  f/i,      ««=-  /     F^  cos -dz. 


si'; un:  nr:  Forruicii.  3i 

Pour  ellecluer  les  inlûgialioiis,  on  dccom posera  charjnc  inlc'- 
grale  en  trois  parties,  séparées  par  les  abseisses  h  el  a — h,  de 
sorte  que 


-—  -    /      ç  COS </:  -1 /  COS  </^ 

(i  J  ç,  li  (i  Ji,  a 


2/'-;  ,. 

cos (1-- 


"xb    ..inT.b  a       (        'j.n-h 

—  sni 4-  -T—T—z    cos 1  ) , 


avec 


2  a 


Si  l'on  suppose  n^ih,  le  trapèze  se  réduit  à  un  triangle  et  les 
expressions  des  coefficients  se  simplifient.  Il  vient  alors 


-K^,— -,      «o„--=o,       a2,;+i 


d'où 


[  [in-^\]--- 


.     .         la  [ -n-          I          ?.-.r  i  677.; 

1"  (  a*  =  — -     -77 cos —  —-  cos  • 


77-  \  8         I  -  a  3-  a 

En  faisant  x  =^  o,  on  aura  la  formule 
77'-  _   I  I  I 

IV.  Si,  au  contraire,  on  suppose  que  les  trapèzes  soient  situés 
alternativement  au-dessus  et  au-dessous  de  l'axe  des  x,  la  fonc- 
tion F(x)  scira  impaire,  et  l'on  devra  prendre  la  série  des  sinus. 
La  période  de  la  fonction   sera  alors  ia,  et  les  intégrales  devront 

être  prises  entre  les  limites  — a  et  -}-«.  La  fonction  F(^)  sin  — - 
étant  paire,  on  aura,  pour  celle  fonction  [  iGO], 


n-r-a  nn 

J  —  a  t,'  o 
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Donc  la  valeur  généi^ale  du  coefficient  (3,^  sera 

z=  -       /      ;  si  11^^  <•/;-!-    /  Asiu— ^<-/;+    /  (« — 

'in    V  .    11 -h  .     I  n-bW 

=  — ; SUl  ■ -{-    Sm      1177 J 

valeur  qui  s'annule  pour  /i  pair,  et  rpii,  pour  n  impair  :=  2m  -h  i , 
devient 


SUl 11: 


ï  n 


^  "  ^  9.  /?ï  -{-  ^T:h 


Donc  le  développement  cherché  sera 


irt  /   .    7:  h    .     -.r  I      .     ^-1)    .      )->• 

Yi.r]=^  -^- 1  sin  —  sin 1-  —  sm sm  — — 

(l  a  O"  (i  et 


\         .      CiTT  />      .      5  7T  .r 

.—  sm sm 

5-  a  a 


Pour  a  =  ih,  les  trapèzes  se  réduisant  à  des  triangles,  on  a 

\n  [  .     v.r  1      .     3  7r.r  I      .     5-.r 

F  x  )  =  -h-    sm 7T^  sin h  ^7  sin . 

^    '        T.-  \        (i  à'  a  5-  a 

1192.  Extension  de  la  série  de  Bouvier  aux  fondions  de  plu- 
sieurs variables.  —  SoitF(x,  j'-)  une  fonction  de  deux  variables 
indépendantes  x,j',  périodique  par  rapport  à  chacune  de  ces  deux 
variables,  et  supposons  d'abord  que  les  deux  périodes  soient  l'une 
et  l'autre  égales  à  i-k.  On  aura,  en  développant  d'abord  par  rap- 
port à  la  variable  x, 

lll—i 

En  développant  maintenant  la  fonction  'F{ï,j)  par  rapport  à  hi 
variable^  ,  on  aura  de  même 


SKiui':   Diî   KO  l'un;  II.  33 

Subsliluanl  celte  valeur  clans  le  (léveloppeiiienl  précédent,  on  aura 


4-     _,-  ^  fJ'V (;,';)  cos m[ç,  —  x]  dl ch 

VI  =  I 


iii^l     ;/  =  1 


toutes  les  intégrations  étant  laites  entre  les  limites  o  et  27:. 

On  passerait  de  là  aisément  au  cas  où  les  périodes  relatives  aux 
deux  variables  x,  y  auraient  des  valeurs  quelconques. 

Il  est  facile  de  voir  comment  on  poursuivrait  cette  extension 
dans  le  cas  d'un  nombre  quelconque  de  variables. 


1193.   Intégrale  de  Fouriev. —  Soit  F(jc)  une  fonction  tou- 
jours finie  entre  les  limites  —  /  et  -f-/,  et  telle  que  l'intégrale 


tende  vers  zéro  lorsque  la  valeur  numérique  commune  /  des  deux 
limites  croît  indéfiniment.  Nous  avons,  entre  a:  =  — /etx=-i-/, 

En  supposant  /  :^  co  ,  il  vient,  d'après  l'hypothèse, 
liai  --    /        F(Ç)r/ç  =  o, 
et  la  valeur  de  F(ji:)  se  réduit  à 


11.  —   Cours  de  Ctdcul  iiifîii.,  IV. 
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Lorsqu'on  passera  d'un  terme  de  eelte  somme  au  suivant,  n  crois- 
sant d'une  unité,  le  coefficient  — ^  croîtra  de  la  quantité  infinimenl 

petite  -•)  et  la  somme  des  n  premiers  lermes  croîtra,  par  l'addition 

de  ce  [il  -+- 1  j"^^"""  terme,  de  la  quantité 

:.l£;'Fi5,c„s[(^^^)(;-.)]<'l. 
Si  donc  on  considère 

comme  une  fonction  9 (/-'•)  de  la  quantité 

n- 

l'accroissement  de  la  somme  des  n  premiers  lermes  sera  la  quan- 
tité infiniment  petite 

7  ?  \y-  +  ']  )  ="  ^^^  ?  (  ."•  +  ^^^  )  • 

Or  la  limite  d'une  pareille  somme  n'est  autre  que  l'intégrale 

t/0 

Donc,  en  remettant  pour  ç(p-)  sa  valeur,  on  aura 

F(.r)=i-r     (l'j.  f^     F(?)cosp'.(?  — .r)J|. 

La  quantité  sous  le  signe  d'intégration  relatif  à  ij.  étant  une 
fonction  paire  de  p.,  on  peut,  en  vertu  du  n°  460,  remplacer  les 
limites  o  et  co  par  —  00  et  -+-  00  ,  en  prenant  la  moitié,  et  il  vient 
ainsi 


Ff.r]  = 


=  — —   1  1  F  (  ?  ;  cos  a  (  5  —  x]  djj. de,. 

-  ''  J  —  ce     J ■ — co 


I  N  T  !■;  G  H  A  L  K    I)  !•:    F  (1  U  U  I  K  H  . 


SllafonclioiiF(.r)csLpairo,  on  verra,  en  développa nlc.()s/j'.(^ — x), 
<[ue  le  terme  de  l'intéi^frale  qui  dépend  do  sin^xç  s'évanouira,  et,  en 
applicpiaiil  la  ronnulr  du  ii"  460,  on  trouvera 

F(.r)r=-    I  1        F(  ;  ^  coSfjt;  coS//Xf/y.r/;. 

"  «/o       «/ o 

De  même,  si  la  fonction  F  (a:)  est  impaire,  on  [)ourra  écrire 

F(^)=:-    I  I        F(ç)  sin  y.;  sin_a.rf/v.r/;. 

"  «y  (I      Jo 

Ces  formules  pourraient  s'étendre,  comme  celles  de  la  série  de 
Fouricr,  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  variables. 

1194'.  Applications. —  I.  Soit,  a  étant  un  nomlire  positif, 

F  (.r)  :=  e~"-'',   de  X  =  o  l\  x  =: -{- oc  , 

et  =  e"*""  '',  de  x  =  —  x    à.  x  =  o; 

F(a:)  sera  alors  une  fonction  paire  de  x,  et  l'on  aura 

F  (  or  )  =  —   /  I        e~"  ^  cos  y.;  cos  y.  x  chj.  clt, . 

"  i/o       «/o 

En  intégrant  par  rapport  à  ç,  on  a  [4oG,  IV] 


„   ,  a 

e'"'-  ces  -J.-  a-  =  -^ x 

'  ■     '         a-  -\-  u.^ 


Donc 


Ainsi  l'intégrale 


,      .  9(7     r^     cnS'Ji.r     , 

^     '  -  Jo      «   +  f^ 


i/o 


COS  (/  X 

-— — ■ — -  au. 


a  i^our  valeur  — e+"-'"  depuis  x  =  —  oo  jusqu'à  x  =  o,  cl  —  e  ""^ 

depuis  x=^o  jusqu'à  x=  -+-  ce  [485,  IV]. 

Si  l'on  supposait,  au  contraire,  F(:r)  =  —  e+"'' de  .r  =  — ao   à 


3. 
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x  =  o,  on  trouverait  de  même 

F   .r    =  -     /        '  ,       '     ,  du. 

II.   Soit  maintenant 


F(^)=   Ç  /[t]e~'-dt, 

J  a 

X  étant  compris  entre  o  et  4-  s^  •  On  aura,  suivant  que  l'on  sup- 
posera la  fonction  ¥ (x)  paire  ou  impaire, 

F(.r)^-    I        du.   j       di    I      dt  co?, al COS'j.xf[t](r-''\ 

ou 

F(.r]=-   I       dy.   I       dq,    I     dt  s'my.^  s'my.x/[t)  e-''\ 


En  effectuant  les  intégrations  par  rapport  à  'i,   ces   deux  expres- 
sions deviennent 

2  /"^  r*^  fit] 

Ces  deux  formules  supposent  x^  o.   La  première  est  encore 
vraie  pour  x=  o  ;  elle  donne  alors 


f'mdt=lf'dy.f'f,t)-^_ 

•/fl  "i/o  «^   rt 


dt 


comme  on  peut  le  vérifier  en  effectuant  l'intégration  par  rapport 
à  [J..  Pourx=o,  l'autre  formule  donnerait  la  moyenne  entre 
F(  —  o)  et  F(+o),  laquelle  est  nulle,  puisque  la  fonction  F [x) 
est  alors  supposée  impaire. 

En  faisant,  dans  la  formule  {i)jf{t)  =  — — r,t  on  en  tirera  faci- 
lement 

-'       r"^    ^^y-    ,     1  +  P-' 


INTKGnALK    DE    F  O  U  H  IK  H  .  {7 

11  I.  Trouver  une  fonction  ([ui  soit  égale  à  l'unité  depuisx= — i 
jusqu'à  a;=-l-i  et  qui  soit  nulle  pour  toutes  les  autres  valeurs 
de  X. 

On  aura 

t  (  .r  y  =  -    I        (ij.    I      cos  u.i  Cf  )S  'J.  X  dc'-^  -    I du., 

résultat  conforme  à  celui  que  nous  avons  obtenu  au  n"  4812,  II. 

§  IV. 

SÉUIES    DE    IJTJnMAIVN    ET    DE    LAGKAKGE. 

1195.  Nous  avons  vu  [1141]  que,  siy(çv)  est  une  fonction  de  w 
uniforme  et  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  cette  variable 
renfermées  dans  un  certain  cercle  C  (dont  nous  prendrons,  pour 
plus  de  simplicité,  le  centre  pour  origine  des  coordonnées),  cette 
fonction  pourra  se  développer  en  une  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  entières  et  positives  de  w, 

(l)  f[n']=  «0-1-  rt,(i'  4-  «,»■--{-.  .  .. 

Supposons  maintenant  que  l'on  change  de  variable,  et  que  (v 
représente  une  fonction  donnée 


de  la  nouvelle  variable  z,  qui  soit  uniforme  et  continue  dans  une 
certaine  portion  du  plan;  cette  portion  du  plan  renfermera  néces- 
sairement le  point  correspondant  à  l'origine  des  w  et  pour  lequel 
la  fonction  ç(  c)  s'annule.  Soit  ^o  ce  point,  tel  que  Ion  ail 

?(zo]  =o. 
Si  l'on  fait 

/("')=/[?(^)]  =  F(^), 

F[z)  sera  une  fonction  de  z  uniforme  et  continue  dans  le  voisi- 
nage du  point  Zo  et  dans  toute  l'étendue  de  la  portion  de  plan 
pour  laquelle  les  deux  fonctions /"et  o  à  la  fois  seront  uniformes 
et  continues. 


38  LIVRE    VI.    —    CUAP.     II,    §    IV. 

Si  l'on  met  pour  w  sa  valeur  (^(z)  dans  le  développement  de 
j\w)  suivant  les  puissances  de  sv,  on  obtiendra  le  développement 
de  F(s)  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  la  fonc- 
tion 0(3), 

11  s'agit  de  déterminer  retendue  de  la  portion  ^  du  plan  des  z 
pour  laquelle  ce  développement  est  possible,  et  de  trouver  les 
expressions  des  coefficients  «„,  a^,  (ly,  ...  au  moyen  des  fonctions 
F  et  Cj*. 

4196.   Posons,  pour  abréger, 

w  =  ?(?), 

et  considérons  le  résidu 


277/   Jj       W 


Si  la  quantité 

ç^,  '  t^  —  w      j.^^  y ( ^ )  —  y ( z )       y  i^) 

n'est  pas  infinie  [cl  il  en  sera  ainsi  si  çp'(^)  n'est  pas  nul],  cette 
quantité  sera  la  valeur  du  résidu  en  question. 

Supposons  maintenant  que,  pour  tout  point  du  contour  de  l'aire 
3,  le  module  de  w  :==  9(0  ^^^^  constamment  plus  grand  que  le  mo- 
dule de  vv  =  ©(3).  On  pourra  développer  alors en  une  série 

convergente  suivant  les  puissances  de  w.  On  a,  en  effet, 

I  I    r  "'  /(r\"-i  ri'"  1 

■ =  -iH V ^-  +    -T^, :      • 

w IV  OJ   |_  w  V^'V  '^'  [''^  —  "'JJ 

En  multipliant  par  — —  F'(^)(j?'(  et  intégrant  tout  le  long  du  con- 
tour de  3,  on  aura 

Y'iz] 

?  (3) 
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les  cocllicionls  !>/,  clant  donnes  par  la  (oriniilr 

;4)  «,_■  rr'i«i'« 


et  le  Icrnic  conipléincnlaire  i2^,  avanl  pour  expression 

(5)  n„=^„...  r-F;(gK  . 

•277  l  jTl«"(w  M') 

1 197.   La  condition 

mod.  f.)  ^  mod.  fv 

sera  remplie  si  l'on  prend  pour  eontour  de  vl  la  cour])c  cpic  l'on 
détermine  en  égalant  le  module  R  de  ^(s)  à  la  plus  petite  des  va- 
leurs de  ce  module  qui  corres})ondent  aux  diverses  racines  de 
l'équation  ç'  (  ^  )  =  o. 

En  effet,  ce  module  R,  qui  s'annule  pour  le  point  z  =  z„,  va 
nécessairement  en  croissant  lorsqu'on  part  de  ce  point,  puisqu'il 
ne  peut  recevoir  que  des  valeurs  positives.  Traçons  autour  de  Zn 
une  série  de  courbes  que  nous  désignerons  par  (R)  et  dont  cha- 
cune correspondra  à  une  même  valeur  constante  du  module  R.  Si 
l'on  pose,  u  et  v  étant  réels, 

ri'  =r  03  (  3  ]  =  u  -+-  /(' , 

l'équation  générale  de  ces  courbes  sera 

Deux  courbes  quelconques  de  celte  suite  ne  se  couperont  pas, 
sans  quoi  il  faudrait  que  u--i-v-  admît  au  point  d'intersection  deux 
valeurs  différentes,  et  alors  u  el  ^,  et  par  suite  q>(r;),  ne  seraient  plus 
des  fonctions  uniformes.  Donc  ces  courbes  iront  en  s'élargissant  à 
mesure  que  le  module  R  croîtra,  et  chacune  renfermera  dans  son 
intérieur  toutes  les  précédentes. 

Il  en  sera  ainsi  tant  que  le  module  R  n'aura  pas  atteint  un  maxi- 
mum. Or,  pour  ce  maximum,  on  doit  asoir 

(lu-  -+-('-]  =  o, 

ou,  en  reprenant  les  notations  du  n"  1 101, 

luX-hvY]d.v-h    i'X—  «Y]^/r=ro. 
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X  etj  étant  des  variables  indépendantes,  il  en  résulte 
«X  +  cY— o,     rX— «Y=o, 

d'oîi  l'on  tire  X=  o,  Y  =  o,  et  par  suite 

/(z)  =X  -I-  /Y  =  o. 

Donc,  toutes  les  fois  que  le  module  d' une  jonction  sjnectique  (^[z) 
passe  par  un  maximum  ou  pai'  un  minimum,  la  dérivée  ^'{z) 
s'annule. 

11  s'ensuit  de  là  que,  si  R(  est  le  plus  petit  des  modules  de  9(2;) 
qui  correspondent  aux  diverses  racines  de  l'équation  ç'(z)  =:  o, 
R,  sera  égal  ou  inférieur  au  plus  petit  des  modules  maxima.  Si 
donc  on  prend  pour  contour  de  l'aire  3  la  courbe  (Rj  )  donnée  par 
l'équation 

(f'{z)  sera  différent  de  zéro  dans  toute  l'étendue  de  cette  aire,  et, 

si  z  est  un  point  de  l'intérieur  et  ^  un  point  du  contour,  on  aura 

toujours 

mod. 'f['Ci  ^  mod. '^ { z) . 

Si,  de  plus,  la  courbe  (Rj)  est  contenue  tout  entière  dans  l'aire 

de  continuité  0  de  la  fonction  F  (  z ) ,  et  par  suite  aussi  de  sa  dérivée 

F'(z) 
F'(3)    [1136],  la  fonction  sera  uniforme   et   continue   dans 

toute  l'aire  limitée  par  (Ri),  et  le  développement  donné  par  les 
formules  (3),  (4)  et  (5)  sera  convergent. 

Si  {R<)  sortait  de  l'aire  iO,  dans  laquelle  F(:^)  est  uniforme  et 
continue,  on  remplacerait  (R))  par  une  autre  courbe  (R'j)  de  la 
série  (R),  correspondante  à  un  module  R'j  <^Ri  et  contenue  en- 
tièrement dans  fi. 

1198.  Cela  posé,  multiplions  les  deux  membres  de  l'équation 
(3)  par  ^'(s)  dz  =  dw,  et  intégrons-les  entre  les  limites  Zq  et  z  ou 
entre  les  limites  o  et  w.  Il  viendra,  en  posant 

(6)  F{3)  =:  «0+  «1"'  +  ...-!-  a„iV,,  +    /      D.„diV, 


s  !•:  n  1 1:   n  i:   ii  ï  ii  m  a  n  n  .  4 1 

où  l'on  aura 


o„  =  -       :  /    — ^,;—  =  ■ lim  Dç 

= Iim  Dj    '  f — —^ :-,-• 

La  formule  (6)  représente  la  série  de  lîiirmann. 

H99.  Il  nous  reste  à  faire  voir  (jne,dans  les  hypothèses  où  nous 
nous  sommes  placé,  le  terme  comj)lémenlairc    /    Ll„(hv  de  la  sé- 

rie  (6)  est  infiniment  petit  pour  ?i  infiniment  grand.  Ce  terme  com- 
plémentaire s'obtient  par  l'intégration  de  l'expression 


)] 


Le  module  U  de  <^('C)  est  constant  et  plus  grand  que  le  module  11 

de  9(-).  Donc,  en  faisant  sortir  le  module  11  de  dessous  le  signe  J", 

on  voit  que  0,^  se  réduit  à  une  fonction  finie  de  z,  multipliée  par 

/  R  \  " 
le  facteur  I  -  )    ,  lequel   est   infiniment  petit  pour  n  infiniment 

grand,  d'où  il  résulte  d'abord  que  la  série  (3)  est  convergente. 

Maintenant,  le  terme  complémentaire  de  la  série  (6)  s'obtiendra 
en  multipliant  l'expression  (8)  par  dw  =^  <^'i z]dz  et  intégrant 
entre  les  limites  Zq  et  2.  Si  l'on  pose 

R  étant  le  module  de  9(^)  correspondant  à  la  limite  supérieure  z, 
on  obtiendra  pour  résultat  une  intégrale  finie,  multipliée  encore 

par  le  facteur  infiniment  petit  I  —  )    ?  et  l'on  en  conclura  que  le 

terme  complémentaire  de  la  série  (6)  est  encore  infiniment  petit 
pour  n  infiniment  grand  et  que,  par  suite,  la  série  (6)  est  conver- 
gente. 

On  pourrait  encore  remarquer  que  le  reste  de  la  série  (6)  peut 
se  mettre  sous  la  forme 


r[i]d-c  TP^^)  z"f/z 


I      r  F'{-ç)d-C   TP^^^    Z"f/Z 


z' 
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expression  qu'il  serait  facile  de  transformer  en  efTectuant  l'inté- 
gration par  rapport  à  Z.  On  obtiendrait  ainsi  le  reste  de  la  série 
de  Bûrmann,  comme  on  l'a  fait  pour  la  série  de  Cauchv  [1120] 
Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  cette  formule,  trop  compli- 
quée pour  être  d'une  utilité  pratique. 

1200.  Donnons  quelques  applications  de  la  série  de  Biirmann. 
I.   Supposons 

Les  courbes  (R)  seront  données  par  l'équation 

mod.  [[z  —  u]{z  —  ^)]  =  [mod.  (  3  —  «)]  [mod.  ( s  —  ^ )]  =  R. 

Or  mod.  (  '  —  a  )  et  mod.  [z  —  (3  )  sont  les  distances  du  point  z  aux 
deux  points  a  et  ,6.  Ces  courbes  sont  donc  des  ovales  de  Cassini. 
Pour  R  moindre  que  le  carré  de  la  moitié  de  la  distance  «,3  des  deux 
foyers,  chaque  courbe  se  compose  de  deux  ovales  séparées,  en- 

tourant  l'une  le  point  a,  l'autre  le  point  |3.  Pour  R  =  (  -  ap  |   ,  les 

deux  ovales  se  rejoignent  pour  former  une  courbe  en  forme  de  lem- 
niscate.  Pour  une  valeur  plus  grande  de  R,  on  a  une  courbe  unique, 
renfermant  les  deux  zéros  de  la  fonction. 

T  1  '    •      '  /  /      ■  r         y  f  •  «  -T-  3 

L,a    dérivée    (p  [z )  =  iz  —  a  —  ,i    s  évanouit   pour   z  =  ■ > 

expression  qui,  substituée  dans  ©(s),  donne,  pour  valeur  du 
module, 

,     /    5  —  a  \  -  /  I   — 

„,od.  ^'-^j  =  (^  .; 

/  I    \  - 

Il  faut  donc  prendre  P».  <<  (  -  a[ù  \  ,  et  partant  choisir  pour  2^  celle 

des  deux  ovales,  dont  se  compose  alors  la  courbe,  qui  entoure  le 
foyer  dont  z  doit  être  le  plus  voisin,  le  foyer  a,  par  exemple. 

On  a  alors,  en  supposant  cette  ovale  assez  petite  pour  que  la 
lonction  F (2)  reste  uniforme  et  continue  à  son  intérieur, 

F  (s)  =  F  (a)  4-  «1  >  —  «)  f  z  —  S  ;  +  a,  [z  —  a?  (  3  —  p)^  +  .  .  . , 


1.2...//    v-^,      '  :^_3^"  1.2...«        '"         [u  —  pj"- 


SlilUi:    I)K    il  LU  MANN.  4"i 

Soient,  par  exemple, 

d'où  11  <C  7'  et  supposons  que  la  fonction  I''(-)i  iiniforme  dans 

l'aire  3,  qui  ne  renferme  pas  le  /wi/U  de  iru/ii/icalion  z  =  i,  parte 
du  point  z  =  o  avec  la  valeur  initiale  1^'=  i.  Il  viendra 

I .2.0  ' 

1 20 1 .   II,   Inversion  des  fondions. 

Etant  donnée  entre  w  et  z  une  équation  de  la  fonne  w  =  't*(2)> 
on  peut,  à  l'aide  de  la  série  précédente,  développer  z,  ou,  plus 
généralement,  une  fonction  donnée  F  (s)  de  z,  suivant  les  puis- 
sances de  o(z)  =  tv,  ce  qui  donne  l'expression  de  la  fonction 
inverse  de  la  fonction  ly.  La  valeur  de  z  en  fonction  de  w  pouvant 
oflrir  plusieurs  déterminations,  on  obtiendra  plusieurs  formes  de 
développement ,  correspondantes  aux  différentes  aires  ^  qui  en- 
tourent les  diverses  racines  Sq  de  l'équation  o(^z)  =  o,  et  à  l'in- 
térieur de  chacune  d'elles  z  sera  une  fonction  uniforme  de  w. 

Soit  donnée,  par  exemple,  l'équation 

«'  =^  ze~~. 

On  a  ici 

Zo  =  o,      </[z]  =  [i  —  z]e-=. 

l'our  la  racine  ^  =  i  de  l'équation  9'(^)  ^=  o,  on  a 

niod.  c-  '  z]  =  -  • 
'  e 

Le  contour  à  l'intérieur  duquel  z  doit  être  compris  est  donc  déter- 
miné par  l'équation 

mod.  (ze~-)  33 -,     ou     .t-^ -+-  v^  =  e^^'"~'J. 
e 

Pour  tout  point  de  l'intérieur  de  ce  contour,  on  a 

F  [z]  =  F  (o^  -+-  a^n^  -h  <^o(f-  -{-... , 


44  LIVRE    VI.    —     Cil  A  P.     II,    5;    IV. 

OÙ 


lim  -^ — -^^ 


1202.   III.   Séiie  de  Lagvcmge. 


Supposons  que  l'équalion  entre  w  et  z  soit  de  la  forme 
d'où  l'on  tire 


f[< 


et,   par  suite,   Z(,  =  c,   en   admettant  que  y^(c)  ne  soit  pas  nul. 
Si  /'(z)   reste   fini  dans   l'aire   considérée,    l'équation  cj-'(z)=ro 

devient 

f[z]-[z-c)f'[z]=o. 

Parmi  les  racines  de  cette  équation,  on  prendra  celle  qui  donnera 

z  —  c 
pour  le  module  de la  plus  petite  valeur  K),  et  le  contour  de 

l'aire  où  z  devra  être  renfermé  sera  déterminé  par  l'équation 

,  z  —  c 
mod.  — =  Rj. 

On  aura  alors 

F  (  3  )  =  F  (  c  )  +  «1  «^  -I-  «2  «""  +  •  •  •  1 

avec 

Dr*|F'(c)[/(^)]«i 

«„  — 

X . 2. . . « 

1203.  On  peut  établir  la  série  de  Lagrange  d'une  manière  plus 
élémentaire,  mais  qui  a  l'inconvénient  de  ne  pas  faire  connaître 
les  conditions  de  convergence  du  développement. 

Soit  z  une  fonction  de  w,  définie  par  l'équation 

(l)  z  =  c  +  a'/(3). 

Si  l'on  représente  par 


SERin  Dic  LA(;iiANr;i:.  .^"i 

la  dépendance  entre  ~  cl  w,  on  a,  par  le  lliéorème  de  Maclaurin, 

(3)      z  =  -^(o]  +  -  f(o)  +  ^^f  (o)  -H... H "'^—-M'O'o)  +.... 

L'équation  (i),  pour  w  =  o,  donne  z  =  c,  ou 

On  a  ensuite 


(4)  ^ =■/(«.)  =/(-)+"•/'>: 


dw       ^  ^    I      -^  ^   '         -^       '  àiv 
d'où 


On  pourrait  continuer  ainsi,  et  obtenir  successivement  les  valeurs 
de  ^"(^o),  ^|^"'(o),  ....  Mais   on  peut  trouver  une  formule   pour 
exprimer  le  terme  général  de  la  série. 
De  l'équation  (4),  on  tire 

dz  _       /{z) 


On'  i-n-f'[z) 

Si  Ton  dififéreutie  maintenant  l'équation  (i)  par  rapport  au  para- 
mètre c,  il  vient 

dz  I 

Tc^  i-»'/'(z)' 
donc 

•   r  •  s  àz  ,     dz 

ce  qui  lait  connaître  -r—  au  moyen  de  ^-  • 

^  Oiv  ''  oc 

On  a  maintenant  identiquement,  quelle  que  soit  la  l'onction  ^, 

B„[yJ{z]D,z]  =  D,.[y:[z)D,,zl 

comme  on  peut  s'en  assurer  soit  en  efFcctuant  les  dilTérenlialions, 
soit  en  remarquant  que  ces  deux  quantités  sont  les  expressions  de 

D„D,/.;3)=D,D.,/,(3). 
Donc,  en  remplaçant  y^'(::)  par  J\z),  l'équation  (5)  donnera 

B:.z  =  I)„[f[z]B,z]  =  D,[f{z]D,,z]=B,\[f[z)YD,z\, 
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d'où,  en  faisant  w  =  o, 

•r;o;  =  D,.[/(c)p. 

De  même 

D:3=:  D,„D,  1  [/[z)YB,z  i  =  D  :  }  [/(3)PD,.3 j  =  D;^  [  [f[z]fl),z  j, 

d'où 

r[o)  =  D!..[f{c]f. 

Et  ainsi  de  suite,  de  sorte  qu'on  aura,  en  général, 

•M")(o)  =  Dr'. [/(.)]". 

i^n  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (3),  on  aura  le  déve- 
loppement clierché  de  z  suivant  les  puissances  de  w. 

Si,  au  lieu  du  développement  de  z,  on  veut  obtenir  celui  d'une 
(onction  donnée  F(^),  on  formera  alors  les  valeurs  des  dérivées 
de  F(z)  par  rapport  à  w.  On  a 

B^F{z]  =  F\z]D,,z=.r[z)f[z]l[)r.=/[z]D,F[z), 

DlF{z)  =  D„[F'  {z)f{z]D,z]  =  D,[F'{z]  f[z)  T>^z] 

=  D,JF'(z)[/(3)rD,.|  =  D.|[/(3)]^D,F(.3)|, 

et,  en  général, 

D:F(.):=Dr'j[/(.)]"D,F(3)j. 

Si  l'on  pose  F(:;)  =<î>(w),  on  aura  donc 

*(o)=F(c),     <f>'[o)=f[c]F'{c),      ..., 

et  généralement 

<I.(«)(o)  =  D:'-'i[/(c;f  F'(c)j, 

et  l'on  retrouve  ainsi  le  développement  du  numéro  précédent. 

120i.  Comme  exemple  de  développement  par  la  série  de 
Lagrange,  prenons  le  problème  de  Kepler,  qui  consiste  à  tirer  de 
l'équation 

T  =  H  —  e  smu 

le  développement  de  l'anomalie  excentrique  u  d'une  planète  suivant 
les  puissances  de  l'excentricité  e,  T  étant  l'anomalie  moyenne.  On 


SKUiK   i)i;   I.  ag!ian(;k 


remplacera,  dans  les  lonniilcs  |)récédenles,  z,  vv,  c  respeci  ixcnicnl 
par//,  c,  T,  clj'[u)  sera  égal  à  siii//.  11  vieiidr;!  nlôi's 


u  =  T  +  -  sinT  +        -  Di  siir  T  H 1 

I  1.2  l  ."?..  .  .  n 


D';-'  sin"T  + 


Or  on  a,  pour  //  impair, 

si  u  '  /?  T  —  n  sin  [n  —  2)  T  +  (  «  ) ,  sin  (  «  —  4  ;  ^ 

—  .  .  .H-(— i)    ^    («)„_,  sinT 


sin"T=    —  ' 


I 

,11  - 1 


el,  pour  11  j)air. 


in"ï=i  f— l'r. 


■?."- 


' cos « T  —  //  cos  /;  —  2 ) T  -+-  [n]^  cos [n  —  4  j T 


•l-.-l-, 


On  peut  tirer  de  là  immédiatement  les  valeurs  des  coefficients  des 
puissances  de  e.  On  trouve  ainsi 


// =T-f-csinTH sinaTH- 


c' 


-J—-  .  1.  U^  sin  3T  —  ^  sinT 

I .2.i      2-  \  I 


4   „ 


> 


—^  •  -ïï    4'  sin4ï  —  ^  .  1^  sin2T  1  H-  . 

I  .  2  . 3 . 4     '-i     \  I  / 


Pour  obtenir  le  ravon  vecteur  /•,  on  posera,  ia  étant  le  grand 
ixe, 


-  =:  F  (  H  '=  I  —  e  cos  u  , 


et  l'on  aura  ainsi 


=  1—  c  cosT  +  -  sin-  T  H Di  siii^  T  4- .  .  . 

I  1.2 


e-     T  , 
rz:  I  —  e  COS  T  — ■  —  •  —     COS  21  —  1 
12' 


<?'  I 

— -  -—5(3  cos  3  T  —  3  cos  T  ] 

1.2      2^^  ' 


e* 


4'  COs4T  —  ^.1-  CO'ï,l''ï) 


1.2.3      2^ 

Pour  calculer  l'anomalie  vraie  r  —  cr,  on  développera  d'abord 
(-)  =(1  —  <?cos/f)~-  suivant  les  puissances  de  ecos//;  puis  on 
calculera,  par  la  série  de  Lagrange,  les  développements  des  diverses 
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puissances  de  cosm.  On  aura  ainsi 

--  =  I  H i 1 h    2  e , 1 )  cos  l 

r-  24  \  4 

5  c^       c*  \  / 1 3  ^"^ 

}-„+•••    C0S2T+  I  — . 1 1  c()s3T 


(^■— )-4T 


En  multipliant  ce  développement  par  celui  de 

, ^-         e'         e''' 

*  2  b  10 

on  aura  le  développement  de 


di>  =z  —  1/ 1  —  e- .  c/T, 
/■■^ 

d'où,  en  intégrant  à  partir  de  T=  o,  on  aura,  pour  l'expression 
de  l'anomalie  vraie, 

/  C^  \  /  5ë'  lie*  \ 

i'—  Tiz=T-h  i-îe  —  -y-  -\ sinT-f-    -— -.,  H sin2T 

\       4        /         V  2'      2- -3        y 

+  (__.. .)s,„3T+(^,^-...)s,„4T  +  .... 

1205.  Pour  obtenir  maintenant  les  conditions  de  convergence 
de  ces  développements,  considérons  l'équation  c^'(^z)  =  o  du 
n*^   1197,   laquelle  devient  ici 

sin  «  —  (  //  —  T  '  cos  u  _ 

V— ; '■ =0,     ou     u —  T  —  tangM  =  o. 


En  supposant  T  réel,   et  posant  u  ^=  x  -\-  ij',   cette  équation  se 
partagera  en  deux  autres, 

sin  2  .r  Sh  2  r 


cosz.r -+- Ch'?.y  COS2X -h  Ch2  j 

Ces  équations  ne  pouvant  être  résolues  tant  que  la  valeur  de  T 
n'est  pas  donnée,  cherchons  du  moins  la  plus  petite  valeur  que 


si; km:  ni;  i,  \(j».\ngi:.  ,{9 

puisse  recevoir  Je  luodiile  de  c  pour  une  valeur  réelle  (pieleoiupie 
(le  T. 

La  seconde  des  équalions  précédentes  peut  se  nicLlrc  sous  la 
rormc 

2  sin-.f  ^^i h  Clr2r. 

J 

Le  second  membre  croissant  avec  y,  et  le  premier  meml)re  ayant 
pour  valeur  maximum  2,  y  ne  pourra  surpasser  la  l'aeine  réelle  de 
l'équation 

Sli2r  I 

i  =  Ch2j —,      ou     j)  =  ,     -, 

J  1  nj 

laquelle,  étant  résolue  au  moyen  des  Tables  de  fonctions  hyperbo- 
liques, donne  la  valeur 

Si  maintenant  dans  la  valeur  e= on  remplace  u  —  T  par 

siii«  '-  '■ 

sa  valeur  tirée  de  ^'(w)  ~-  o,  savoir,  u  —  T;;^  tangu,  il  vient 

Ch  r  C()S.r  -!-  /  Sh  y  siii  .r 
<?  r=:  sec  «  =r  2  '■ -^ , 

COS2X  +  Lhij- 
expression  dont  le  module  est 


R 


-V/: 


cos2.r  ■+-  Clinj 


Sll  2  Y 

OU,  en  remplaçant  cos2a:4-  Chaj^  par  sa  valeur —^ 


-•; 


2J 

Sh2j- 


Cette  quantité  décroît  pourj  croissant,  et,  par  suite,  son  minimum 
correspond  au  maximum  de  j^,  c'est-à-dire  à.  y  :^  i ,  1997  ....  On 
a  donc,  pour  le  minimum  de  R, 

Sh2r       Chiy  —  i        ^ ,  „ 

—  = ^ =  Sh  j, 

d'où 

R  =    , —  1=  0,6627.  .  .. 

H. —  Cours  de  Cale,  in  fui.,  IV.  /f 
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Donc  le  développement  ne  sera  possible,  quelle  que  soit  la  valeur 
réelle  de  T,  que  pour  les  valeurs  du  module  de  e  ou  de  l'excen- 
tricité  inférieures  à  0,662^.  .  .. 


§  V. 

4 

DÉCOMPOSITION    BKS    FONCTIONS    EN    FRACTIONS    SIMPLES. 

1206.    Soit/(:::)  une  fonction  uniforme,  présentant  à  l'intérieur 
(!e  l'aire  3  les  infniis  C|,C2,  ....  Si  le  point  z  est  également  com- 

l)ris  dans  l'aire  vl,  la  fonction  — ^  de  la  variable  t  aura  les  mêmes 

'  Ç  ^  z 

infinis  que  f{t,],  et  de  j)lus  l'infini  '(  =  z.  Le  résidu  de  celle  fonc- 
tion relatif  à  l'aire  3  sera  donc 

277/ j^?  -3  O.T.lZij^       -C-Z  ',.771  J^        -C-z' 

La  dernière  intcirrale  1    -7—^ — ?  étant  prise  le  lonir  d  un  con- 

^^'Jz    -■  —  - 

tour  qui  ne  contient  pas  d'autre  infini  que  z,  a  pour  valeur  y(s). 
Donc 


z 


Soit  maintenant  //  l'indice  d'un  infini  c.  On  aura  [lliS] 


K—z 


ou,  en  posant  (^  —  c)«/(0=:o(^), 

_  rmd- 

Je      ?~^ 


+  z   , 


DKCOJI  l'OSmON     KN    FltACTIDNS    .SIMPLKS.  jl 

Z  MO  (Icvi'iiaut  pas  iiiliiii  j)()iir"^=c.  Le  produit  Z^fj^j  ne  devien- 
dra pas  non   |)lus  iiilini  au  |)oinl  (^  =z  c,  cl,  par  suite,  on  aura 

j    Z'f[-^) cl:  z=:o. 

n         I        1          I       '  -1             '      r/(')^^'  '1    -,  ' 

Donc  la  \  a  leur  liu  résidu  — /    — ^ se  reciuit  a 

■'■-'Je     ^—2 


C  C"  C(''^ 


~z  —  c        (3  — c)^  [z  —  c]"' 

en  posant 


^  '        ^'^'Vci;-'-)"-"- 


um 


"  — /O  e=o    I.2.   ..   («  —  /t) 

résultat  qui  coïncide  avec  celui  que  nous  avons  ojjtenu  au  n"  420. 

l!207.  Il  reste  à  calculer  la  première  intéi^rale  /    — — ^ — ^^ 

Supposons  que  tous  les  infinis  àcf[z),  à  l'exception  de  ^  =1  ce  , 
soient  contenus  dans  Taire  3,  et  appliquons  la  transformation  par 

ravons  réciproques,  en   posant  ^  =  -•    En    cliangeant  le    signe, 
comme  au  n''  1139,  l'intégrale  prendra  la  forme 


et.  Taire  vl' ne  contenant  pas  d'autre  infini  que  le  point  ''''=  o, 
cette  intégrale  n'est  autre  chose  que  le  résidu,  pris  en  signe  con- 
traire, de  la  fonction    ~ 71-  f\~,\  pour  le  point  ^'=0.  Or 

^  (i  —  z;  j    \c  y  ^  ^         ^ 

on  a 

V  étant  l'indice,  pris  positivement,  de  l'infini  ^  =r  ^   ou  ^'=  o,  et 

4- 
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K.  élanL  une  quantité  qui  ne  devient  pas  infinie  pour  ç;^'=  o.  En 
posant 

cette  fonction  x{^')  ^^^^  finie  dans  le  voisinage  de  ^'  =  o,  et  il  en 
sera  de  même  de  K;>^(^').  Donc  la  valeur  du  résidu  intégral  cher- 
ché se  réduira  à 

I      C  f[C]dC 


en  posant 


z(?V?' 


=  11  m 


^'-"Vm 


Ç'  =  o     •  •  2 


—  // 


Si  lafonctiony(s)  est  rationnelle,  l'ordre  v  de  l'infini  ^  =  00  est 
égal  à  l'excès  du  degré  du  numérateur  sur  celui  du  dénominateur. 

Si  les  deux  termes  sont  de  même  degré,  l'expression  précédente 
du  résidu  intégral  se  réduit  à  la  constante  f[^)  ou  au  rapport 
des  coefficients  des  plus  hautes  puissances  de  z  dans  les  deux 
termes  dey(^). 

Si  le  numérateur  est  de  degré  moindre  que  le  dénominateur, 

'(^'  =  o  n'est  plus  un  infini  de  la  fonction  -/(  ^  )  ^  "C/(C)'  ^^'  P^'^ 

suite,  le  résidu  de  cette  fonction  pour  i;'=  o  est  nul.  La  fonction 
f[z)  se  réduit  alors  à  la  somme  des  résidus  relatifs  aux  infinis 

1208.  Donc,  si  /(^)  est  une  fonction  dont  tous  les  infinis,  à 
l'exception  de  ::  =:  co  ,  sont  contenus  dans  une  aire  finie  3,  et  si 
/z,,  /Zo,  .  .  . ,  V  sont  les  indices  respectifs,  pris  positivement,  des  in- 
finis c^,  c■^,  .  .  . ,  ce  ,f[z)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 


/(3)=Bo+Bi: 


(4: 


—  c 


CCI 


le  signe  E  s'étendant  à  tous  les  infinis  c^,  C2,  .  .  . ,  et  les  coefficients 
B^,  C*^^^  étant  déterminés  par  les  formules  (3)  et  (2). 
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Si  l'indice  y  clail  négalif,  la  pailic  ciiliric  <lii  (N'ivcloppcuienl 
disparaîlrait. 

On  voit  que,  si  le  nombre  des  inliiiis  c,,  c,,  .  .  .  est  liniil(',  cl 
que  les  indices  rii,  /i^,  .  .  . ,  v  aient  tous  des  valeurs  finies,  la  fonc- 
tiony(z)  sera  nécessairement  une  fonction  rationnelle. La  formule 
(4)  donne  la  décomposition  de  cette  fonction  rationnelle  en  frac- 
tions simples. 

Dans  le  cas  contraire,  le  développement  de  /"[z)  se  composera 
d'une  infinité  de  termes.  Pour  pouvoir  alors  faire  usage  de  ce  dé- 
veloppemoit,  il  faudra  au  préalable  s'assurer  de  sa  convergence. 

1209.  Exemples.  —  I.  Formule  cl' iiiLcrpolaiioii  de  Lcii^rangc. 
Considérons  la  fonction 

Ffzl 


/(=; 


(2 


F(3)  étant  une  fonction  entière,  de  degré  moindre  que  le  degré  n 
du  dénominateur.  On  est  alors  dans  le  cas  où  la  partie  entière  du 
développement  dey(^)  est  nulle,  et  l'on  trouve  simplement 


=2 


y-z,.]F(K)  I 


>A-  —  Z-1  )  .  .   .  i  Z/,  —  Za-1  I   [  3/,  —  Zyj.+  i  I  .  .   .  (  Z,,  —  Z„]    Z  —  Zk 

En  mettant  poury(z)  sa  valeur,  on  en  lire 

ir/    ^         V      ( ^  —  Z|  )  •  •  •  (z  —  z^-i  )  ( z  —  g/T+i  ) .  .  ■  (-3  —  z„  ]         ,      > 

ce  qui  est  la  formule  d'interpolation  deLagrange. 

1210.   II.  Considérons  la  fonction 

/(z)  =  c<)l-, 

qui  a  pour  infinis  toutes  les  valeurs  de  z  qui  sont  de  la  forme 

II- 
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Choisissons  pour  contour  de  Taire  une  courbe  qui  entoure  tous  ces 
infinis,  à  l'exception  de  celui  qui  répond  à  ;?  =  o,  et  par  suite  à 
2  =  00  ,  et  qui  est  le  point  O'.  On  aura,  par  la  formule  du  n°  1208, 


cot 


I  I  /         C( 


ont  ;:'<■/;:' 


-S 

'.TTf   ^ 


cot  -  di 


L  -T^-f 


cot  -  de 


D'ailleurs,  coti^'  étant  infini  du  premier  ordre  pour  '('=  o,  on  a 

■ ■   /    TT — T=  lim[Dç,    Ç'cot?'    +3?'cot!;'    =2. 

Ensuite 

cot  -  d'ç,  ^  , 


'■-ij  i     2  — 


lim 


cot 


I 

«77 


\-s 

nu:  / 


Donc 

cot  -  =  z—  >  — ! 

z  -^-J  11-  \n-z  —  i        n- z  -\-  i 


m:  JiTzz  —  1 


.y \ 

^^  n-v:'- z^  —  I 


De  ce  développement,  dont  il  est  facile  de  constater  la  con- 
vergence (*),  on  tirerait  aisément  les  développements  de  cot-, 

langr,  .  .  . ,  en  remplaçant  z  par  —  >  puis  :;  par r",  etc.  [^voir 

nMlOl,!). 

"1211.  Si  la  fonction  /'(;:)  a  un  nombre  illimité  d'infinis  corres- 
pondants à  des  valeurs  de  z  indéfiniment  croissantes,  alors  les  va- 
leurs de  z,  représentées  sur  la  sphère  [1111],  se  presseront  autour 
du  point  O'  avec  une  densité  infinie,  et  l'on  ne  pourra  plus  appli- 

.  ,w     ,       ■        ,    ,-      .       ,       I      r  f{V)di 
quer  toujours  a  1  évaluation  de  1  mtegrale  ^ —   |   '— le  proce 

du  n" 1207. 


îdé 


:?i  '■ 


log- 


(')  En  efTet,  il  satisfait  à  la  condition  connue  de  convergence >  i. 


ni:c  (IMPOSITION   rx   fractions  si  mi*  m:  s.  ">  » 

On  pcuL  ccpciulaiil  \  paiNciiir  suiiplciiicuL  dans  ccilaiiis  cas. 
Prenons  poui'  contour  de  -H  une  ligne  de  dimensions  infinies,  qui 
ne  passe  par  aucun  des  infinis  dey  (*().  On  pcul  alors  écrire  Tinlé- 
irralc  sous  la  forme 


i; 


Pour  ^  infini  et  z  fini,  le  facteur différera  infiniment  [)eu  dr. 

l'unité,  cl,  par  suite,  on  n'altérera  qu'infiniment  peu  l'intégrale  en 
le  supprimant.  On  pourra  donc,  dans  ce  cas,  toutes  les  fois  que 
cette  intégrale  aura  une  valeur  finie,  remplacer  la  formule  (i)  par 
la  suivante  : 


(5: 


f^^^-MJ^rP-^B^] 


L'intégrale  /   — — — -    est   une   constante    indépendante   de   z, 

mais  qui  peut  dépendre  de  la  forme  choisie  pour  la  courbe  infinie 
([ui  limite  3.  La  somme  de  résidus 


o-i  ^^    1      z  —  C 


relative  à  tous  les  infinis  renfermés  dans  l'aire  vl,  sera  en  même 
temps  dépendante  de  la  forme  de  cette  courbe.  Alors  le  dévelop- 
pement de  la  fonction  en  une  somme  infinie  de  fractions  simples 
ne  pouri'a  pas  se  faire  sans  tenir  compte  du  terme  complémentaire 
représenté  par  la  première  intégrale. 

Mais  si,  en  donnant  au  contour  de  3  une  forme  symétrique  par 
rapport  à  l'origine,  il  arrive  que  cette  intégi-ale  prenne  une  valeur 
constante,  indépendante  de  la  nature  de  la  courbe  symétrique, 
nulle  par  exemple,  comme  cela  a  lieu  lorsque y(z)  est  une  fonc- 
tion impaire  de  z,  alors,  en  associant  deux  à  deux  les  résidus  cor- 
respondants à  des  infinis  symétriquement  placés,  on  aura  un  déve- 
loppement convergent  de  la  fonction y(:;),  sous  forme  d'une  suite 
infinie  de  fractions  simples. 
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1212.   Soit,  par  exemple,  la  fonction 

f[z)  =z  cosécj. 

Les  infinis  de  cette  fonction,  qui  sont  les  zéi'os  de  sinz,  sont  situés 
tous  sur  l'axe  des  x,  aux  distances  ±n-  de  l'origine.  Prenons  pour 
contour  de  l'aire  une  courbe  infinie  quelconque,  qui  ait  pour  centre 
l'origine,  et  qui  coupe  l'axe  des  x  entre  deux  infinis  consécutifs, 
de  sorte   que  coséci^  ne   soit  infini  en  aucun  point  du  contour. 


L'intégrale 


&' 


/, 


coséc  Ç 


<K, 


prise  le  long  de  cette  courbe,  aura,  en  deux  points  diamétralement 
opposés,  des  éléments  égaux  et  de  signes  contraires,  coséc'(  étant 
une  fonction  impaire  de  ^.  Donc  cette  intégrale  sera  nulle,  et  l'on 
aura  simplement 


cosec 


la  somme  devant  être  prise  entre  deux  valeurs  de  n  égales  et  de 
signes  contraires,  et  qui  tendent  vers  l'infini. 
On  a  d'ailleurs 


I        r    coséc  Ç    ,,^       X-     I;  ^  coséc  ? 


s. cosec  «71: 


lim 


Z  UT.   S 

—  l]" 


Z  —  niz  —  c  suie         z  —  mx 
Donc 


cosec  3  = 


1 


En  remplaçant  z  par  -  —  ::,  on  tire  de  là 


En  changeant  z  en  iz  dans  ces  deux  formules,  on  aurait  les  dé- 
I         I 


veloppements  de  -77— ->  -r— 
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^  VI. 

DÉVELOPPEMENT  DES  FONCTIONS  EN  PRODUITS  INFINIS. 

1213.    Considérons  une  expression  de  la  forme 

n 

(l)  (l +  «o)(' H- «i)'  ••('  +  ««)  =JJ(l  +  ««). 

0 

Uo,  «),...,  (t,i  étant  des  quantités  réelles  et  positives,  fonctions  de 
leur  indice  variable  n.  Si  l'on  fait  croître  indéfiniment  le  nondire 
7i-\-i  des  facteurs,  on  demande  à  quelles  conditions  le  produit 
convergera  vers  une  limite  finie  et  déterminée. 

On  voit  d'abord  que  la  première  condition  est  que  le  facteur 
i-\-a,i  tende  vers  l'unité,  et  par  suite  le  nombre  <7„  vers  zéro, 
pour  «  infiniment  grand. 

Ensuite,  à  cause  de 

il  en  résulte  que  l'on  a 

n  (i  +  fl„)  <;  Hc"",     c'est-à-dii-e     <ie'^n 

Donc,  si  la  série 

converge  vers  une  limite  finie  A  pour  Ji  infiniment  grand,  on  aura, 
quelque  grand  que  soit  n, 

n(i -+-«„)  <e^ 

D'ailleurs  tous  les  facteurs  1  -+-  a,,  étant  plus  grands  que  l'unité,  le 
produit  croît  nécessairement  avec  ii.  Donc  le  produit  n(i  +««) 
converge  vers  une  limite  finie,  toutes  les  fois  qu'il  en  est  de  même 
de  la  série  Srt,^. 

De  plus,  on  a  évidemment 

n(i  +  /7„]  >.  Za„. 

Donc,  si  la  somme  de  la  série  "Ld,,  ne  convergeait  pas  vers  une 
limite  finie,  mais  croissait  indéfiniment,  il  en  serait  de  même 
n  fortiori  du  produit  n(i  H-  <7„). 
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Donc  la  convergence  de  la  série  S<7,;  est  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  de  la  convergence  du  produit  n(i  -h  «„). 
Considérons  maintenant  le  produit 

ri(n-«J, 

dans  lequel  iio,  u,,  .  ■  . ,  u„  sont  des  quantités  complexes,  compre- 
nant comme  cas  particulier  les  quantités  négatives,  et  ayant  pour 
modules  les  quantités  «o?  «i  ?  •  •  •  »  ^^n-  Le  module  d'une  somme  étant 
moindre  que  la  somme  des  modules  des  parties  [71  ]  et  plus  grand 
que  leur  différence,  le  module  de  i  4-  ««  sera  compris  entre  ceux 
de  i -h  a,i  et  de  i  —  a„.  Donc  [74]  mod.  n(i -f- h„)  sera  compris 
entre  n(i+rt,i)  etn(i — «„).  Si  donc,  suivant  les  conditions  de 

convergence  de  la  série  'La,,,  a,i  tend  vers  zéro,  ainsi  que    y  a  ni 

n  et  N  étant  deux  infiniment  grands  indépendants  l'un  de  l'autre, 

N 

on  en  conclura,  comme  précédemment,  qu('TT(i±rt,;)  tendra 
vers  l'unité  pour  ii  et  N  croissant  indéfiniment.  Donc  il  en  sera  de 
même  du  module  de  1  1  (i  +  //„),  et,  par  conséquent,  on  en  con- 
clura, par  un  raisonnement  analogue  à  celui  (jue  l'on  emploie  dans 
la  théorie  des  séries,  que  le  produit  1  1  (i  -h  «/, )  tendra  vers  une 

0 

limite  finie. 

Si  l'on  remplace  ii,i  par  w„z,  z  ayant  une  valeur  finie  quelconque, 

n 

I  j  ( I  -t-  z/.«  3 )    satisfera    évidemment   aux   mêmes    conditions   que 

0 

I  I  (i  +  «„),  et  par  suite  sera  aussi  un  produit  convergent.  Donc, 

0 

toutes  les  fois  que  les  coefficients  «„  rempliront  les  conditions 
ci-dessus,  le  produit  infini  Tl  (i  -\-  u,iz)  prendra,  pour  chaque  va- 


i)i;\  i:i,ôpi'i,.M  i;m"s   i:n   iMuinriTs   iNFiNrs.  kj 

leur  de  c,  une  valeur  Unie  el  déleiiuluée  ;  ce  prrHluii  rc|)i('sciilei;i 
donc  une  fonction  finie  el  uniforme  de  z. 

De  plus,  celle  (onelion  est  conliuue  el  nioiKt^ruc.  l'oiir  le 
prouver,  il  suffil  de  faire  voir  qu'elle  a,  pour  eliaipie  valeur  de  la 
variable  ",  une  dérivée  finie  cl  délerminée.  lin  elfel,  si  l'on  pose 

n 
Z„=:  JJ  (l  H-//„z), 

0  « 

la  dérivée  de  celle  fonclion  sera  donnée  par  l'équallon 

0 

Le  second  membre  est  une  série  convergente  pour  n  infinimenl 
grand.  Donc  D-Z^^  converge  vers  une  limite  finie  et  déterminée, 

et  par  suite  la  fonction  Z  =TT(i -f- z/,^  ~)  a  une  dérivée  finie  el 

0 

déterminée  par  rapport  à  ~,  c'est-à-dire  qu'elle  est  mo/wf^àiie.  ]\ 
s'ensuit  de  là  maintenant  que  f/-Z  est  infiniment  petit  avec  dz,  et 
jiar  suite  que  la  fonction  Z  est  continue. 

1214.   Voyons  maintenant  comment  nous  pourrons  obleuir  le 
développement  d'une  fonclion  donnéey(5)  en  produit  infini. 
Appliquons  au  développement  de  la  fonction 

F(.)  =  D,log/(z)  =  ^ 
la  formule  du  paragraphe  précédent, 

^    '         "^^i^  Je     --?  27V/  J^    ?-3 

la  fonction  f[z)  étant  supposée  uniforme  dans  toute  l'étendue 
de  l'aire  3. 

La  fonction  dérivée /'(c)  a  les  mêmes  infinis  (^ucf{z)  [1136]; 

donc     ,,  '!  '  ne  peut  devenir  infinie  que  pour  des  valeurs  qui  rendent 

f{z^  ou  infinie  ou  nulle. 
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Soient  c  un  zéro  ou  un  infini  de  f{^),  '«  son  indice,  positif  ou 
néi^atif  [1133].  La  fonction 

sera  finie,  continue  et  différente  de  zéro  pour  z  ^=  c  [1132,  1153j. 
Donc 

^  ^    '         [z—  c)'"-         (z  — c)"'+> 

sera  aussi  continue   pour  z  =  c.  Il  en  sera  de  même,  par  consé- 
quent, de 

g'(^)  _  .f'[z]  _      m 

S[z)    -  J[z)  z-c' 

„  f  ( z)  ,      ,    ^       m  ,  p  .         „    . 

Donc  -'■ ,. .'  ,    est  c^ral  a »  plus  une  lonction  lime  et  continue 

y(z)  ^       z  — 6-    » 

pour  z  =  c.    Le   terme étant   infiniment  grand  du  premier 

ordre,  tandis  que  l'autre  partie  est  finie,  on  en  conclut  que,  pour 
toute  valeur  z  =  c  qui  rend  la  Jojiction  f[z)  nulle  ou  infinie,  la 

fonction  =D-logy(3)  est  infiniment  grande  du  premier 

^  '""^ 

ordre. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  [1206,  1208],  le  résidu 

est  égal  à  la  partie  de  la  fonction  Dz^o^f{^)  qui  devient  infinie 

pour  z  z^  c,  c'est-à-dire  à ■,  comme  il  est  d'ailleurs  aisé  de  le 

^  z  —  c 

vérifier,  en  calculant  directement 


Don( 


1-i  ^  X      ^-  -'^  "  2^  z~c 


Il  reste  à  calculer  l'intégrale 


\-i  j  ^      %  —  z 
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()ii  [iourra  dcvoloppor -en    une   série    ordonnée    siii\;nil    les 

puissances  posilives  de  z,  le  module  de  'Cj  sur  le  contour  de  -Tl, 
pouvant  toujours  être  supposé  plus  grand  que  le  hkhIuIc  de  z. 
L'intégrale  se  présentera  alors  sous  la  forme  d'une  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  -,  le  contour  étant  choisi  de 
manière  à  ne  passer  j)ar  aucun  des  infinis  de  D-log/^(z). 

Si  l'on  suppose  l'aire  vl  infinie  dans  toutes  ses  dimensions,  on 
verra,  comme  au  n°  ll211,  (pic  l'intégrale  précédente  a  la  même 
valeur  que  l'intégrale 

et  par  suite  elle  se  réduit  alors  à  une  constante  H  indépendante  de  z. 

Si  la  fonction  Dvlog/(^)  est  impaire,  et  que  l'on  choisisse  pour 
contour  de  Taire  vl  une  courbe  symétrique  par  rapport  à  l'origine, 
alors  la  constante  H  sera  nulle. 

Cela  posé,  en  désignant  par  H  la  valeur,  constante  ou  variable, 
de  l'intégrale 


on  aura 


(0  D,log/{.]=.2r^  +  H. 

En   intégrant  les  deux  membres  entre   les  limites  Zq  et  z,  Zq 
n'étant  ni  un  zéro  ni  un  infini  de  /  (  ~  \  il  vient 

d'où  l'on  tire  (  '  ) 

le  produit  II  s'étendanl  à  tous  les  infinis  contenus  dans  l'aire  -3. 


(')  L'intégrale  de  d\oQ/'{z)  dépend,  comme  nous  le  venons  plus  lard,  du  clioniin 
suivi  par  le  point  z  pour  passer  de  z„  en  z,  et  les  valeurs  que  l'on  obtient  pour 
lo{;/(r)  peuvent  différer  d'un  multiple  quelconque  de  2:r?.  I!  en  est  de  même  pour 
l'intégrale  du  second  membre.  Mais  ces  multiples  de  2  —  i  ne  peuvent  avoir  aucune 
inlluence  lorsqu'on  vient  à  repasser  des  logarithmes  aux  nombres. 
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Si  rinlégrale  H  est  nulle,  le  fadeur  e-^---     "  se  réduira  à  l'unitr. 

1215.   Supposons  maintenant  que,  dans  l'intérieur  de  l'aire  :?», 
chacune  des  équations 

n'ait  que  des  racines  simples,  et  soient  Co,  c,,  ...  les  racines  de  la 
première,  c'est-à-dire  les  zéros  àc  la  fonction  /(:;),  et  y^,  y,,  ... 
les  racines  de  la  seconde,  c'est-à-dire  les  infuiis  de  f\z).  La  for- 
mule (i)  deviendra 

D.  log/(  ^  )  =2  7^17  -2  .^  +  "' 
d'où 


n 


le  produit  supérieur  s'étendant  à  tous  les  zéros  de  /"(::)  compris 
dans  l'aire  3,  et  le  produit  inférieur  à  tous  les  infinis  compris  dans 
la  même  aire. 

Chacun  de  ces  produits  sera  de  la  forme  de  ceux  que  nous  avons 
considérés  dans  le  n°  1213,  et,  s'ils  remplissent  les  conditions  de 
la  convergence,  ils  auront  l'un  et  l'autre  pour  limites  des  fonctions 
synectiques  de  z. 

Si  les  zéros  c  sont  distribués  symétriquement  sur  une  parallèle  à 
l'axe  des  x,  par  exemple,  indéfinie  dans  les  deux  sens,  et  que  l'on 
prenne  pour  contour  de  ^  une  courbe  infiniment  grande,  symé- 
trique par  rapport  à  l'origine  et  ne  passant  par  aucun  des  zéros  ni 
des  infinis  de  la  fonction  y(s),  l'indice  «  des  points  c„  compris 
dans  l'aire  variera  entre  deux  valeurs  infiniment  grandes,  corres- 
pondantes à  deux  points  symétriques.  Et  de  même  pour  les 
infinis  y. 

Ainsi,  si  les  zéros  sont  représentés  par  les  valeurs  a-\-îiy.,  a  el  y. 
étant  des  constantes,  l'indice  n  devra  varier,  dans  le  produit  II, 
depuis  — Il  à  -r  >i,  '^  tendant  vers  l'infini,  de  sorte  que  le  produit 


I)  !•;  V  I :  r,  o  i»  i>  i:  m  k  n  t  s    i;  n   I'  u  o  ih  i  t  s    i  .n  k  i  m  s .  G'J 

aura  notii-  \;il('iir 


•  Il 


liin 


Il  :^  r- 

—  Il 


n  (•-•-"-; 


Si  les  zéros  sont  de  la  forme  a  -{- ['2n  -\-  i)a,  n  devra  varier  ciiliv 
deux  valeurs  /i',  n",  (elles  que  ?.//'-{- i  soit  égal  à  — [vt/i'-i- i), 
c'est-à-dire  que  l'on  do\ra  prendre /^';^  —  //' — i,  ce  qui  donnera 
la  valeur 

liin    ri  ^, -+-//„;). 

;;  —  00     -»--■- 

—  n  — 1 

Ces  remarques  sont  essciilielles  dans  les  cas  où  la  conver- 
gence du  produit  dépend  de  la  l'orme  du  contour  de  l'aire  3  <■[  (]{i 
mode  de  groupcrnenl  des  fadeurs.  11  |)ciit  arriver,  en  effet,  nuv  lu 
quantité  H  ne  s'annule  (pie  par  suite  de  la  symétrie  de  la  courbe 
d'intégration,  et  que  le  produit  II  ne  soit  convergent  que  si  l'on 
prend  pour  son  élément  le  produit  de  deux  facteurs  d'indices  égaux 
et  de  signes  contraires.  Dans  ce  cas,  l'introduction  ou  la  suppres- 
sion d'un  facteur  d'un  seul  eùté  de  l'origine  pourrait  modifier  la 
valeur  du  j^roduil. 

Si  l'on  effectue  le  groupement  des  facteurs  équidislanls  de  l'ori- 
gine, en  posant,  suivant  les  cas, 

1  -f-U„  =  ;i  +  n„z][i  -i-  u_„z) 

ou 

I  4-  U„=  ; I  +  «„3)  (  1  -h  «_.„_,  :), 

le  produit  prendra  la  forme 

n 

li'»  n(i+u„), 

0 

ou  simplement 

ri('+^^")- 

0 

12IG.    Exoiiplcs.  —  I.    Soit  la  fonction 

f[z)  =  cos;; 
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Les  seuls  infinis  de  celle  fonction  sont  les  zéros  de  cos^,  donnés 
par  la  formule 


r„  =  !  2  rt  +  I    -  » 
1 


n  —  \  ■ 


et,  comme  ces  zéros  sont  du  premier  ordre,  on  aura 


_„_i  z  —  lin  -\-  1    - 
'  '  2 


Si  Ion  prend  maintenant  pour  contour  de  ^  une  ligne  infinie, 
symétrique  par  rapport  à  Forigine,  on  aura 

C  ta-i^i;  ,, 
Donc  alors  II  =  o,  et,  par  conséquent, 

n 

D.log/(.)=-tang.=  Iirn   2    — ' (») 

d'où,  en  intégrant, 


^  '  2 


loff  • ^  =  fim     7^    lo 

COS3„         „  =  ^   <<--- 


(  2  /Z  4-  I  )  - 


"-1  -0  — [2«+l, 


ou,  en  faisant  ::o=  "^ 

logcos  z  1=  lim    2,  !• 


..  +  i)^J 


(')  En  groupant  les  termes  équidistants  de  l'origine,  on  trouve 
tangr  =  >   =— ; 


(  î//  -H  l7 
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OU  enfin,  en  i;ronp;inl  symclri(jncmcnl  les  termes, 


Done 

COS3  =   lim 


logeos2=2l.)g     I "        _,      . 

_„_,    1^  (2«  +  l)-J  0      [^  (2«-|-IjYJ 


11.   Si  l'on  eonsidère  de  même  la  l'onclion 

/[z]  =  cos[z  —  Zq'], 


on  trouvera 

'^0  —  l 


.                    ,                             "         ~  —  3^—  ^2«+  I  - 

COS    Z~2„l            |.          TT  '• 

coszo             „^,  XX  TT 

-  H  _  1      —  ^u  —    2  «  +  I  - 


=iim  n  A 


.„_i  \  Zy-|-(2«  +  i)  - 


m.   Soit  eneore  la  fonction 


pour  laquelle 


D-l()g/(zJ  =  COt3 


On   trouve  encore   ici  H  =  o.   Les  zéros  de  — ^  sont  du  premier 

ordre  et  répondent  à  z=:n7:.    Done,  Tindice  n    devant  rece\oir 
toutes  les  valeurs  entières,  zéro  excepté,  on  aura 


ini   I  I  I  1 j 


_  n 

ou,  en  groupant  les  facteurs  deux  à  deux. 
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§  VIL 

APPLICATION    DE    l'iATÉGRATIOIV    PAR    RAPPORT    A    VNE    VARIABLE 
COMPLEXE    Au    CALCUL    DES    IINTÉGRALES    DÉFIJNIES. 

1217.  Nous  avons  vu  que,  si  \J dx-\-Y dy  est  une  difTérentielle 
exacte  dw  d'une  fonction  des  variables  indépendantes  x,  j,  l'in- 
tégrale I    dw,  prise  le  long  du  contour  de  l'aire  3,  se  réduit  à  zéro 

lorsque  U  et  V  sont  deux  fonctions  uniformes  et  continues  dans 
l'intérieur  et  sur  le  contour  de  cette  aire.  Si  l'une  ou  l'autre  de 
ces  fonctions  devient  infinie  en  des  points 

situés  à  l'intérieur  de  3,  l'intégrale    /   dw  est  égale  à  la  somme  des 

intégrales  /  dw^  1  dsv,  .  .  . ,  prises  le  long  de  contours  infinitési- 
maux embrassant  chacun  des  infinis  Ci,  c,,  ■ .  ■  • 

Si  donc  on  désigne  par  A  la  valeur  de  l'intégrale  /    dsv,  on  aura 

la  formule  fondamentale 

«.  c 

le  signe  de  sommation  s'étendant  à  tous  les  points  de  discontinuité  c 
des  fonctions  U,  V  contenus  dans  l'aire  ^. 

1218.  Pour  calculer  une  intégrale  /  di>v  prise  le  long  d'un  con- 
tour  infinitésimal  tracé  autour  du  point  c,  posons 

X  -{-  if  —  c  =  X  -h  iy  —  [a  -h  iù)  =  p e'?, 

d'où 

a:  —  '''  =  p  ces  y,     j'  —  b  =^  p  sin  i^, 

et  prenons  pour  contour  le  cercle  de  rayon  infiniment  petit  p. 
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L'expression  rAv^  Urfx +¥<-(>  prendra,  pélaiil  coiislaiit,  la  l'orme 
F{p,  (f)d(f,  d'où 

J(/a>  =r  lim    /         F[p,  'f)  df. 

Soit,  par  exemple,  l'intégrale 
,   .  (*  xdy  —  rdx 

(■'  j    x-+,->  ' 

prise  le  long  du  contour  d'un  carré  dont  les  côtés  ont  pour  équa- 
tions x  ==:±  i,j' =  ±  i .  L'intégrale  pourra  se  décomposer  de  la 
manière  suivante  : 


-'if 


V-,   •^•^+'' 

Or  les  fractions 

X  —y 

~~- i  '         ~5 T> 

x^-hj-         x--\-y- 

ont  Tune  et  l'autre  un  point  de  discontinuité  pour  x  =  o,  j=:  o. 
En  calculant,  par  la  transformation  précédente,  l'intégrale  (i)  prise 
autour  de  ce  point,  on  aura 

A  =  lim   /        ' ^  =  277. 

f  =  oJo  P' 

Donc 


r^'   dx 

J_       .r^_f-, 


1219.   Si  en  particulier  U<^x  H- \  <^/j' est  la  différentielle  d'une 
fonction  monogène  F(^)  d'une  variable  complexe  z,  on  aura  alors 

v  =  r{z],   v  =  /F'(2), 

d'où 

U  +  /V  =  G. 

En  faisant  donc  U  =J'(^z),  l'expression  IJdx  -+-  Ydy  se  changera 

5. 
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en  f\z)dz,  et ;  sera  le  résidu  intégral  de  la  fonction  y  (:::)  rela- 
tif à  l'aire  3.  On  aura  donc  la  formule 


A=r/;.:,.=2//.^*- 


'3 

Pour  faire  usage  de  cette  formule,  on  choisira  le  contour  de 
l'aire  3  de  manière  à  pouvoir  exprimer    l'intégrale  /    f[z)dz\i 

l'aide  d'intégrales  définies  relatives  à  des  variables  réelles,  et  l'on 
égalera  celle  valeur  à  la  valeur  de  A,  calculée  au  moyen  des  formules 
que  nous  avons  données  pour  évaluer  les  résidus.  En  séparant 
ensuite,  dans  les  deux  membres  de  l'égalité,  le  réel  de  l'imaginaire, 
on  obtiendra  deux  relations  entre  des  intégrales  définies  et  des 
quantités  connues. 

On  prendra  généralement  pour  contour  une  ligne  telle  qu'une 
seule  des  variables  réelles  x  et  j',  ou  ;•  et  p  varie  à  la  fois,  ou  bien 
que  les  deux  variables  soient  des  fonctions  données  d'une  même 
variable  auxiliaire;  on  rencontrera  alors  immédiatement  des  inté- 
grales définies  ordinaires.  I^our  cela,  on  composera,  par  exemple, 
le  contour  de  parties  circulaires  ayant  pour  centre  l'origine,  ou  de 
parties  rectilignes  parallèles  aux  axes.  Dans  le  premier  cas,  le 
rayon  vecteur  /■  sera  constant;  dans  le  second,  une  seule  des  coor- 
données oc, y  variera. 

Appliquons  cette  méthode  à  quelques  exemples. 

1220.  Si  l'on  prend  pour  contour  un  cercle  de  rayon  ;•  et  de 
centre  c  =^  a-{-ib,  et  que  l'on  pose 

.r  z=  rt  H-  /'cosp,     y  :=:  b  -h  rsinp, 

la  différentielle  U clx  -i-Y dy  prendra  la  forme  ¥[}-^p)dp,  ou 
simplement    F(p)dp,    r   étant   constant,   et  l'intégrale  proposée 

deviendra  /       ¥(^p)dp.  Donc  on  aura 

f~"v[p)dp=x 
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C([iiaLioii  (|iii  se  partagera  eu  deux  autres  si  r  (/')  est  une  luiiclioii 
complexe  de  />. 

Soit,  par  exemple,  Tinlégrale 

/{z]     clz^ 
/^  I  —  az    z 


L 


J'{~)  étant  une  fonction  uniforme  et  continue  dans  Tintérieur  de 

Taire  3.  La  fonction  ■ ^^ — - — -  a  pour  infinis  les  points  z  =  o  et 

(I  —  az)z       ^  ' 

z=  -■)  qui  peuvent  être,  ou  non,  contenus  dans  Faire  3.  On  aura 
donc 

J'A  '  —  az    z        J^  i  —  az    z        J ^  i  —  az    z 

a 

chaque  intégrale  du  second  membre  devant  être  remplacée  par 
zéro  si  le  point  auquel  elle  se  rapporte  est  hors  de  Faire. 

Si  z  =  o  est  dans  Faire,  la  première  intégrale  aura  pour  valeur 

/-,  =:  27r/lim     z '-^ =:  i-/f\o). 

De  même,  si  ;î  =  -  est  dans  Faire,  la  seconde  intégrale  sera  égale  à 

a 

La  valeur  de  l'intégrale  proposée  sera  donc 

A  =  ^"i,       ou    = /^;,      ou    =  Al -t-  /"o, 

suivant  que  Faire  3  contiendra  le  point  z=zo  seul,  ou  le  point 

z  =z  -  seul,  ou  ces  deux  points  ensemble. 

a  ^ 

Si  Fon  prend  maintenant  pour  ^  un  cercle  de  rayon  i ,  alors 


et  il  vient 


L 


dz 
z  =  e''',      —  =  ulp, 


— - — =a-/io  ,      pour  mocl.rt<Ci, 
I  —  ae'i'  "  \    I 
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et 


r^^--[^H-/(i)] 


»    pour  niod.rtr^ 


En  supposant  y  ( z)  =  i  et  a  réel,  il  vient,  suivant  que  la  valeur 
numérique  de  a  est  <^\  ou  ^  i , 

r"   dp 

I  -r-    =  2  -    OU     =0, 

d'où  [  yo//- 4o9,  III] 

J'^^^   (i  —  acosp)dp 
— ^ ,  =2  77  ou  0, 

Q       I  —  2  a  cos/j  -4-  a- 

f^^t  sIny9^/9 

/ -.  =  o . 

J^      i  —  7.a  cosp  -f-  a- 

1221.  Dans  certains  cas,  on  connaît  a  priori  la  valeur  de  A. 
Supposons,  par  exemple,  que  l'on  sache  développer,  par  un  moyen 
quelconque,  la  fonction  F(^)  de  la  variable  complexe  z  en  une 
série  convergente  pour  tous  les  points  de  l'aire  3,  et  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  entières  et  positives  de  z  —  c.  Le  coefficient  de 
la  w'^™"  puissance  de  z  — c  aura  pour  expression  [1140] 


««  =  — ■■    I 


F(z]dz 


Si  donc  on  connaît  d'avance  la  valeur  de  ce  coefficient  a,i,  on 
aura  par  là  même  la  valeur  de  l'intégrale  qui  le  représente. 

Si  l'on  prend  pour  3  un  cercle  de  rayon  /■  et  de  centre  c,  com- 
pris dans  l'intérieur  du  cercle  de  convergence  de  la  série,  la  valeur 


de  l'intégrale  sera 


(  I  )  /       F  (  c  +  re'P  ]  e-"'i'  dpz=i~  r"  a„ . 

Plus  généralement,  si  l'on  connaît  le  développement  d'une  fonc- 
tion F(-)  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  positives 
et  négatives  de  2  —  c  et  convergente  dans  tout  l'intervalle  ^  com- 
pris entre  deux  cercles  de  centre  c,  on  aura  la  môme  formule  (i) 


C  A  I,  C  II,    DES    I  \  T  i:(;  R  A  I,  R  s    D  K  1'  I  M  K  S  .  7  I 

pour  loulc  valeur  cnluTc;  de  //,  positisc,  iiiilh;  ou  négative,  /'  »''lanl 
la  distance  du  centre  c  à  un  jioiut  (juclcou(ju'e  situé  entre  les  deux 
cercles. 

On  pourrait  aussi  cniphncr  au  même  usajje  l'expression  générale 
des  coefficients  de  la  série  de  Biirmann. 

Pour  appliquer  ces  formules  au  calcul  des  intégrales  définies,  il 
suffira  de  séparer,  dans  chaque  membre,  le  réel  de  l'imaginaire, 
ce  qui  fournira  deux  relations. 

Par  exemple,  du  développement  connu  de  la  fonction 


1,2  ^  ' 


on  tire,  pour  «^o, 


e~''''''e-"'i'(Ip  —  i-r'Ui„~[—  x]"-      ^"' 


formule  qui  se  décompose  dans  les  deux  suivantes  : 

f-  '■  '"■'  /'  CCS  (  /•  siny^»  H-  /^/>  )  r^^  =  (  —  I  j  " 

e~  '■  •^"'■^sin  (  /•  ûwp  -\-  np  ]  dp  =  o. 


f 

t/O 

/' 

Pour  «<^o,  la  première  intégrale  serait  nulle,  aussi  bien  que  la 
seconde. 

1222.  Prenons  maintenant  pour  l'aire  ^  un  demi-cercle  ayant 
son  diamètre  sur  l'axe  des  x  et  son  centre  à  l'origine.  En  désignant 
par  R  le  rayon  du  cercle  (fig-  92),  on  a 

/(A'A)+/(ABA')z:=A, 
c'est-à-dire 

/       f[x]dx  +  /  /     /( Re'/']  'KéPdp  —  A. 

Supposons  actuellement  que  y^(Re'/')  soit  infiniment  petit 
d'ordre  p.  pour  R  infiniment  grand.  Alors  la  fonction  R:^/'(Re'^)e'/' 
conservera,  pour  R  croissant  indéfiniment,  une  valeur  générale- 
ment finie  ol^e'P).  La  seconde  des  intégrales  précédentes  pourra 
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alors  s'écrire  sous  la  forme 

La  qiianlité  sous  le  signe  J  restant  toujours  finie,  l'intégrale  sera 

Fig.  92. 
B 


A'  0 


pareillement  finie,  et,  si  l'on  suppose  /^.  ^  i ,  elle  sera  multipliée 
par  un  facteur  infiniment  petit.  Donc  on  aura,  dans  ce  cas, 

lim  /  /     /( R e'i'  )  R c'i'  dp  —  o, 

et  notre  formule  se  réduira  à 

n  -f-co 
(2)  /  f[x]dx=^, 

J  —  co 

A  représentant  toujours  le  produit  par  ir.i  du  résidu  intégral  de 
la  fonction  y(:î),  relatif  à  tous  les  infinis  de  cette  fonction  situés 
au-dessus  de  l'axe  des  x. 

1223.   Considérons,  par  exemple,  l'intégrale 


/• 


I  +  z'" 
m  et  n  étant  deux  entiers  positifs,  tels  qu'on  ait  7/i<^«,  Alors 


I  -\-  K-^e-'"'' 


est  infiniment  petit  de  Tordre  111  —  im^^  i,  et  la  formule  (2)  est 
applicable.  On  en  tire 


£ 


I  H-  X- 
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Or,  les  infinis  siuiés  au-dessus  de  l'axe  des  x  sont  celles  des 
racines  c=  e'P  de  Téqualion  i  -f-  z-"  =  o  dans  lesquelles  le  coeffi- 
cient de  i  est  positif  et  qui  répondent  à 

-       3-      5-  [in  —  Il  77 

p  =z  ,     ,     —,     ...,     ! !— . 

in      in      ^  Il  2  « 

Il  vient  alors 

A  =  2r/[F,-i-F;,4-...-l-F,,_,), 

en  posant,  pour  abréger, 
On  a,  pour  z  =  Ch, 


SCy^+c-"  s    c^'"+2;nîCr'     '4--    • 

F/.=  'im  — — '—^  z=z  hm    ^        ,,, ^\-7-T 

L  =  n  i  -^[ck  -\-  s]'"         .^=0  t  -{-cf." -h  2 mer/'    '-4-. 

OU,  à  cause  de  i  -{-cj."  =  o, 


I 


F/,=  lim '-'    ^'" —  = -cj 

—  2  rt  £  C^/  +  .  .  .  2  «      ' 


En  faisant  donc,  pour  abréger,  e    -"       =  y,  on  a 

2  «  2  n  y  —  y    ' 

Or,  pour  m  entier,  y-"  =  —  i  ;  donc 

„  I  I  I  ,    (2/n  -f-i)- 

2  F/.  3= =  cosec  ^- 

«  y  —  y~  'îin  9.n 

Si  Ton  fait  maintenant  R=  oo,  et  que  l'on  suppose  m<^n, 
d'où  ini-{-  i<^iji,  l'intégrale  prise  le  long  de  la  demi-circonfé- 
rence s'évanouira,  et  il  restera,  en  prenant  la  moitié  de  part  er 
d'autre, 


f 


X^'"  clx  T.  ,      f2m-|-ll- 


-     cosec 


I  -f-  X-"         in 
comme  nous  l'avions  déjà  trouvé  [4^0]. 
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1224.   Soit  encore  l'intégrale 


/ 


dz 

ia  —  z 


En  faisant  z  =  Re''",  la  fonction  /'(^)  devient 

ia  —  Re'/' 

et,  pour  toutes  les  valeurs  de  p  comprises  entre  o  et  ::,  cette  quan- 
tité est  infiniment  petite  d'ordi^e  infini  lorsqu'on  fait  R  =  oo  .  Il 
reste  à  examiner  ce  que  devient  l'intégrale 

///(Re'/';Re'/V//;> 

pour  les  valeurs  de  p  infiniment  voisines  de  o  ou  de  tt,  c'est-à-dire 
à  trouver  la  limite  de  l'expression 


m  — R<?'/'        mH- 


- — -     Re' /'(■/». 


Si  l'on  fait  abstraction  du  facteur  e   '^ *'"/',  l'expression  sous  le 
le  signe  J  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(P  -f-  /Q)  co^pdp, 

P  et  Q  étant  des  fonctions  de  p  qui  ne  deviennent  pas  infinies  en 
même  temps  que  R.  Donc  l'intégrale  proposée  peut  être  mise  sous 
la  forme 


/: 


^-Rsin,)  cospdj?  (P  ->r  /Q), 

expression  dont  la  valeur  est  égale  à  la  quantité 


X 


e~^^''"Pcospdp  =  -(i—  e-R  *!"  =  ], 


multipliée  par  une  valeur  moyenne  de  la  fonction  P  -f-  iQ,  c'est-à- 
dire  par  une  quantité  finie.  Donc  l'intégrale  s'annule  pour  R  in- 
fini, et  la  formule  (2)  est  applicable. 


CAi.n  f.  ni:s  i  \ti:(;  ri  ai.f:s   I)i:f  imks.  7> 

Pour  (i  jiosllir,  la   (oiiclioii  a,  au-dessus  de  l'axe  dosa*,  l'inliiii 
=  iti,  aucjuel  eorrcs])ond  le  résidu 


i       Ç    e'~dz 


Donc,  pour  a  ^  o, 


=  —  iTTie' 


Si  l'on  cliange  a  en — a,  la  fonction  n'aura  plus  d'infini  au- 
dessus  de  l'axe  des  x,  et  l'on  aura  A  =  o,  d'où 


/ 


^      ia  H-  X 


En  combinant  ces  deux  fornuilcs  par  addition  et  soustraction, 
on  en  lire  [485,  IV] 


dx  = j 

la 


a-  H-  X- 
o 

/^^   x?\i\x  ~e^" 

Celle  dernière  formule  donne,  en  faisant  tendre  a  vers  zéro, 

sm. 

•r 


f/x  =  —  • 
X  2 


1225.   Si  la  fonction /'(^)  a  un  infini  en  un  point  de  l'axe  des  a:, 
à  l'origine  ^  =  o  par  exemple,  l'axe  des  x  faisant  partie  du  con  ■ 

Fig.  93. 


tour,  nous  changerons  alors  la  forme  de  ce  contour,  afin  d'éviter 
le  point  O,  en  décrivant  autour  de  ce  point  {fig-  93)  un  demi- 
cercle  de  ravon  infiniment  petit  /-,  et  prenant  pour  aire  l'espace 
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compris  entre  les  deux  demi-cercles  et  leur  diamètre  commun  Ox. 
On  aura  alors  la  formule 

f    [/ ( -^ )  +  /(  -  -^ )] '^-^  +  '■   f   /[^ ^"' ) I^ '■•''' "^P 

J  r  «^o 

—  /    /      /(  re'i'  )  re'i'  dp  =  A. 
i/o 

Si  la  dernière  intégrale    /      f{^re'i')re'Pdp  tend  vers  zéro    en 

même  temps  que  /',  on  se  retrouve  alors  dans  le  cas  des  numéros 
précédents,  et,  si  l'intégrale  prise  le  long  du  demi-cercle  extérieur 
s'évanouit  pour  R  =  co  ,  on  pourra  appliquer  la  formule  (2).  Si 
les  intégrales  prises  le  long  des  demi-cercles  ne  s'évanouissent 
pas,  on  joindra  leurs  valeurs,  prises  en  signe  contraire,  à  la  valeur 
de  A. 

Soit,  par  exemple,  la  fonction 


on  a 


/    /  (  }■&''  )  re^'i'  dp  =    I      é  '''='''  dp . 

J  Cl  J  o 


En  développant  e"''"''  en  série  et  faisant  ensuite  ;■  =■  o,  on  voit  que 
cette  intégrale  a  pour  valeur  ::.  On  en  conclut,  en  raisonnant 
comme  au  numéro  précédent, 


f 


dx  =  -  / 


c'est-à-dire 

sin.r 


i/o 


dx  = 


1226.   Prenons  pour  aire  21  le  rectangle  parallèle  aux  axes,  dont 
les  côtés  ont  pour  équations 

X^=Xq,      j-=X,     j=j-(,,     J  =  Y. 
La  formule 

/    (Ur/x  +  Vr/j)  — A 


(:\L<:LL     DKS    INTKGU  AI.ES    DKKINIES. 
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devient 


(3)  r  iV.r,y,.-V...,y)cU-i-f    (Vx,,  _V,,„,.)r/r=  A, 

et,  si  Uclx  -+-  y  (h    est  de  la  forme  f[x  -+-  ij)  [dx  -\-  idj  ), 

/       [f[x  -f-  O'ol  —/[-^  +  i^]]d.r 


(4 


Si  l'on  suppose  maintenant  a'o  =  —  co  ,  X  =  -f-  co  ,  Y  =  -|-  :c  ,  el 
que  U.,-,  V  et  V.r^y-  ou  f{x-\-ij)  s'annulent  pour  j:=:zizcc  fpiel 
que  soit  7',  et  pour  y  =  -f-  ao  quel  que  soit  x,  ces  fondions  étant, 
de  plus,  des  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  au  premier,  l;i 
formule  (3  )  devient 


et  la  l'ormuie  (4 


/  U,^,.„f/^z=A, 


Si,  dans  cette  dernière,  on  suppose  j),,  =  o?  on  retrouve  la  for- 
mule (2). 
Si  l'on  fait 


U  =  F(a')— ,       M=Y[w\ 


ù 


àj- 


la  formule  (3)  devient 

X 


Supposons,  par  exemple. 

w  =  [a  -{-  ij) -r, 
a  étant  positif,  et  faisons 
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Si  la  fonction  F{w)  est  infiniment  petite  d'ordre    supérieur   au 
premier  pour  x  =  co  ,  l'équation  se  réduira  à 

Y[a.T.)dx—[a-^ib)    I       F[[a-hib]x]djt:  =  /i. 
o  *^o 

Si  l'on  prend  F  (w)  =  tv"~' <?"•'',  ti  étant  réel  et  positif,  on  a 
A==  o,  et  F(vv)  est  inliniment  petit  d'ordre  supérieur  au  premier 
pour  a:  =  -h  00  .  La  formule  précédente  devient  donc  [488] 

r^-^  a"        r"^  ,  ,  r{n) 

Donc  la  formule  (7)  du  n°  488  subsiste  pour  les  valeurs  com- 
plexes de  a  dont  la  partie  réelle  est  positive. 

Si  l'on  fait  a-[-ib  =  pe''',  la  formule  se  décomposera  dans  les 
suivantes  : 


£ 
£ 


e~ "■*'  x"    '  ces  bx  dx  =^  r  (  Ji 

,    .    ,      ,         sin«6 
g-ax  j^n-y  smbxdx  = r  « 


fiz) 
12'27.   Soit  F  (z)=  '—i-T  une  fonction  rationnelle  dont  le  numé- 

râleur  est  d'un  degré  inférieur  au  moins  de  deux  unités  au  degré 
du  dénominateur.  Supposons  que  l'équation  9(2:)  —  o  n'ait  pas  de 
racines  réelles  ni  de  racines  multiples,  et  soient  c,,  Cj,  .  . .  les  ra- 
cines complexes  de  cette  équation  qui  ont  leur  partie  imaginaire 
positive.  En  appliquant  à  cette  fonction  la  formule  (2),  il  viendra 
[469,  IV] 


X 


—  — f  dx  Z=.   2.7:1    y     -r, =    '-^•77/    >    C, 


-7=      ?l-^J 

le  signe  S  s'étendant  à  tous  les  infinis  c  situés  au-dessus  de  l'axe 
des  X,  et  C|,  C2,  ...  étant  les  numérateurs  de  celles  des  fractions 
simples  dans  lesquelles  se  décompose  la  fonction  donnée,  qui  cor- 
respondent à  ces  infinis. 

Ainsi,   si  f[z)  est  d"un  degré  inférieur  à  l'unité,    la   fonction 

J '  —  n'aura,  au-dessus  de  l'axe  des  x,  que  le  seul  infini  z  =1  -\-  i. 
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et,  par  suite, 

Eli  particulier,  sif[x)  =[ — ix];'    ',  pour  o  <^a  <[  2,  on  a 

r.i 

d'où,  à  cause  de  i  =z  e' , 


2  SI  a 
2 


formule  qui  revient  à  celle  que  nous  avons  trouvée  au  n"  490. 

1228.  Prenons  pour  contour  le  périmètre  d'un  triangle  rectangle 
ABC  dont  les  sommets  aient  pour  coordonnées  respectives  (xo,j^o)> 
(X,  jo),  (^>Y).  On  aura 

/(AB]4-/(BC)-/(AC^  =  A. 

En  faisant,   pour  plus  de   simplicité,  Xo=:j'o  =  o,  on  aura,   en 
chaque  point  de  AC, 

j'  =  «.r,     d'où     dyzzzadx,     \  :=.  alL, 
et  l'on  a,  au  lieu  de  la  formule  du  n°  1206, 

t/O 

Si  l'on  fait  w  =  x  -i-  iy,  cette  formule  devient 

F  (  x  ]dx-h  ia   I      F  ;X  -+-  iaj]  df—[i-^ia]j      F[(  1  +  ia]x]  dx  =  A . 
0  Jo  ^o 

Soit,  par  exemple,  la  fonction 
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qui  est  finie  pour  toute  valeui'  de  x,  si  l'on  prend 
Alors  A  =  o,  et  l'on  a 


/       [e-""'-  -^  iae-(^+'"''y-]  c/.r  —  (  i  +  ùi  )    j 
J  o  J  o 


Si  l'on   suppose  maintenant  X  ^:^  ce  ,  comme  on  a,   en  faisant 

J  o  «/ o 


et  que  la  seconde  intégrale  a  toujours  une  valeur  finie,  la  première 

—  > 

2 


g- (H-/a;-^  =  ^/y -_  y 


est  nulle  pour  X  infini.  Il  reste  donc,  à  cause  de   /      e  ^  clx  = 
d'où,  en  séparant  le  réel  de  l'imaginaire, 

r 


f 


2^1  -^«-j 
f,-{\-a'-)x..  sinf  2«JC- V/x  = 


i\i-\-  a- 


1229.   Soit  F  (  z)  une  fonction  rationnelle.  Nous  avons  vu  [1206 

et  suiv.]  que  cette   fonction  peut  se  décomposer  en  une  fonction 

entière  f{z),  plus  la  somme  de  tous  les  résidus  de  la  fonction 

F  f  - 1 

— —1  relatifs  aux  divers    infinis  c,  c',  ...    de  la  fonction  F((^), 

somme  que  nous  désignerons  par 

■^       C/,. 

En  prenant  donc  pour  ^  une  aire  renfermant  tous  les  infinis  de 
F(r:)  autres  que  ^  =  00,  et  représentant  par  9(2)  une  fonction 
quelconque  uniforme  et  continue  dans  toute  l'étendue  de  l'aire  ^, 
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on  aura 

Jf{z)f{z]dz  —  o, 

cl  par  sullc  [1 13o] 

En  faisant,  par  exemple,  (p(s)=e';'',  poiirja^o,  on  aura,  la 
fonclion  sous  le  signe  gelant  supposée  infininicnl  petite  d'ordre 
supérieur  au  premier  pour  x  =  ce  , 

J_x  -^        i.2...(A:-0 

OÙ  l'on  a  fait  c  =  a  -{-  il),  F(^x)  n'ayant  aucun  Infini  sur  l'axe  des. 7'. 

1230.  Soient  tv  une  fonclion  de  z,  et  (^{^v)  une  fonclion  de  w  qui, 
pour  des  valeurs 

"■  =  •/>   V">   •••.   '/'"^ 

correspondantes  à  des  points  z  contenus  dans  laire  3,  devienne 
infinie  des  ordres  respectifs 

■/,    y",    ...,    u.("'K 

Soit,  de  plus,y"(3)  une  fonction  de  z  qui  ail,  pour  les  points 

2=  c',    c",      cCO, 

contenus  dans  Taire  3,  des  valeurs  infinies  des  ordres  respectifs 

V  ,    V    ,     .  .  .,    -A''. 

Posons,  comme  précédemment, 


et  de  même 


w^' 

z  —  c  j'' 


la  variable  w   prenant   les   valeurs  correspondantes   à   celles   que 
prend  ^  le  long  du  contour  de  l'aire  vl. 

U.  —  Cours  de  Cale,  iiifin.,  W .  t) 
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Le  produit  (ii(vv)/(  s)  ayant  pour  infinis  tous  les  infinis  des  fonc- 
tions 9  ety^  on  aura 

Si  l'on  pose  maintenant 

f{z]dz^F{iv]da>,     ou     F[n-)=flz)~, 

la  première  somme  deviendra 

^    riVFVMi' .y^    r;,F(^'-')(7) 

^  j,   ("'-7]"   "^"'^1.2., .(A-.)' 
si  l'on  fait  ensuite 

la  seconde  somme  deviendra 
Donc  on  a  la  formule 

Exempleà,.   —  I.   Soit /(s)  =  j- En  prenant  toujours  pour 

3  la  moitié  supérieure  du   pian  ,   on    a 

C  ::=  L        C  -=  lioî 


I  -^^i  +  £j"       it 
La  seconde  somme  devient  donc 

-*(0  =  "?L"'(0]- 
Si  l'on  fait,  de  plus, 


on  a  d'abord 

(i''r=o,      d'où     TT*  ^/)  =  -'^(o]. 
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Ensuite 


d'oi 


Donc 


f[z)dz=. 


dz  I    (hv 


\-\-  z^  Il     »' 


Ffn.]  = 


•    ■     -^    I  .  -2  .  .   .  (//  —  I  )   ~       Z^  y 


o^i^. 


Par  coiiscquciil,  si  l'on  se  Irouvc  dans  les  conditions  du  n'^  1222, 
on  aura 


II.   De  même,  pour 


/(=;=  -r 


(V  =1  \(V'  -  -) 


on  trouvera 


=r[H'--ï)-K"--T): 


=   ^?(I%''")-^    2  77/-V 


1.  .  .Il  —  I 


D.','-'  — 


rdx 

r-  -r-  X- 
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CHAPITRE  III. 

THÉORIE  DES  FONCTIONS  MULTIFORMES. 


DES    FOKCTIOiSS    MULTIFOUMES. 


1231.  Nous  avons  appelé  fonclioii  niullijonne  [lllOj  de  la 
variable  complexe  z  une  fonction  qui,  pour  chaque  valeur  de  z, 
est  susceptible  de  prendre  plusieurs  valeurs  distinctes,  différant 
entre  elles  de  quantités  finies. 

Si  l'on  attribue  à  z  une  suite  continue  de  valeurs,  nous  suppo- 
serons que  chacune  des  cléterininations  de  la  fonction  w=j[z) 
prend  aussi  une  suite  continue  de  valeurs,  de  telle  sorte  que,  si  le 
point  variable  z  décrit  dans  le  plan  des  ::  un  chemin  continu  quel- 
conque, chacune  des  déterminations  de  w  décrira  en  même  temps 
un  chemin  continu  correspondant.  Nous  appellerons  ces  divers 
chemins  les  branches  du  chemin  total  décrit  par  la  fonction  w. 

1232.  On  peut  aussi  considérer  le  plan  des  z  comme  portant, 
en  chacun  de  ses  points  z,  les  diverses  déterminations  de  la  fonc- 
tion w,  qui  formeront  divers  systèmes  de  cotes  attachées  aux 
points  z.  En  rangeant  ces  diverses  déterminations  w^^\w^-\  ... 
toujours  dans  le  mèmeordre,demanièreque  les  valeurs  w^'^-f-^w'^^ 
çy(2)_|_  ^vv'-^,  .  .  .,  correspondantes  à  ^  -f-  dz^  soient  rangées  res- 
pectivement à  côté  des  valeurs  w^^\  w'^-\  . , . ,  correspondantes  à  z 
et  dont  elles  diffèrent  infiniment  peu,  on  formera  ainsi  plusieurs 
couches  de  valeurs  de  <v,  telles  que  w  variera  d'une  manière  con- 
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liniic  clans  cliaqiK^  coiulic  et  que,  d'une  couche  à  raiilrc,  les 
valeurs  tle  w  coircs[)ondanles  au  même  z  ou  à  des  z  i;)(iiiimfMii 
voisins  dilTércronl  entre  elles  de  quantités  (inies. 

Il  s'ensuit  de  là  que,  tant  que  les  valeurs  dey(z)  correspondantes 
à  un  même  z  seront  distinctes  et  inégales,  on  ne  pourra  pas  passer 
d'une  couche  de  valeurs  de  <v  à  une  autre  par  une  variation  con- 
tinue. Donc,  en  vertu  de  la  ((nidilioii  de  eonlinuilé,  ces  couches 
seront  isolées  les  unes  des  autres,  comme  si  les  diverses  détermi- 
nations de  /(~)  formaient  autant  de  fonctions  distinctes,  dont 
chacune  serait  uniforme  et  continue. 

En  d'autres  termes,  les  courbes  tracées  par  les  différentes  déter- 
minations sur  le  plan  des  w,  c'est-à-dire  les  différentes  branches 
de  la  courbe  totale  des  w,  ne  se  rencontreront  jamais  en  un  point 
correspondant  pour  les  deux  à  une  même  valeur  de  z. 

Ainsi,  la  condition  de  continuité  de  chaque  détermination  de  u' 
isole  les  diverses  déterminations  les  unes  des  autres. 

1233.  Il  n'en  serait  plus  de  même  si,  pour  une  certaine  valeur  r:| 
de  z,  deux  déterminations  w^^\  w^-^<,  distinctes  en  tout  autre  point, 
devenaient  égales  entre  elles.  Alors,  en  ce  point  -,,  rien  ne  dis- 
tinguerait plus  les  deux  couches  de  valeurs  de  w,  et  de  la  valeur 
commune  W|  on  pourrait  passer  indifféremment,  sans  rompre  la 
continuité,  soit  à  la  valeur  w!,"  correspondante  à  Z2==  Zi  -'r- dz^ 
dans  la  première  couche,  soit  à  la  valeur  çv!,"'  correspondante  au 
même  z.2  dans  la  seconde  couche. 

Autrement,  les  deux  branches  w^'\  (v'-^  de  la  courbe  (v  auraient 
un  point  d'intersection  u^i  correspondant  à  la  même  valeur  Zf  de 
la  variable  z,  et,  si  l'on  change  2|  en  Zi  -i-dzi,  rien  n'indiquerait 
plus  à  laquelle  des  deux  branches  doit  être  attribuée  chacune  des 

deux  valeurs  de  tV|  H — !■  dz,  de   sorte  que  la  branche  RA,  par 

exemple  {Jig-  94)>  pourra  aussi  bien  être  continuée  parla  branche 
AE  que  j)ar  la  branche  AG,  si  l'on  n'a  pas  entre  les  deux  d'autres 
motifs  de  choix  que  la  condition  de  continuité  de  chaque  déter- 
mination de  w. 

Un  tel  point  z,,  pour  lequel  se  confondent  deux  ou  plusieurs 
déterminations  de  la  fonction  çv,  et  auquel  correspond,  par  con- 
séquent,  un    point  vV|    d'où    partent  en   divergeant  les  diverses 
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branches  de  la  courbe  w  correspondantes  ù  un  chemin  quelconque 
de  z,  se  nomme  un  point  de  ramification  de  la  fonction  sv. 

TiCS  points  de  ramification   et  les  points  de  discontinuité  d'une 


F'!J-  91- 


fonction  sont  désignés  sous  le  nom  commun  de  points  c/ili(/uas  de 
cette  fonction. 


123i.   Les  fonctions  multiformes  que  l'on  rencontre  dans  l'A- 

nalvse    sont   d'abord  les  racines    d'une    équation   algébrique    ou 

transcendante, 

/(z,  •v)=o, 

entre  la  fonction  w  et  la  variable  indépendante  z.  Nous  n'entre- 
prendrons pas  ici  l'étude  du  cas  général,  et  nous  nous  bornerons 
à  considérer  le  cas  où  l'équation  est  résoluble  algébriquement  par 
rapport  à  w. 

Une  autre  classe  de  fonctions  multiformes  est  celle  des  intégrales 
de  fonctions  présentant  des  points  critiques. 

1235.   Etudions,  pour  commencer,  quelques  exemples  de  fonc- 
tions multiformes,  racines  d'équations  algébriques. 

I.   Soit  la  fonction 


v/^— c^ 


déterminée  par  l'équation 


ff-  —  z-  -h  c-  =^  o. 


On  peut  l'écrire  sous  la  forme 

fi'zzz  sl[z  —  c)  (z  4-c). 


DKS   FONCTIONS   M  U  f.T  I  F  OIV  M  ES.  87 

Celte  fonclion  admet  deux  déterminations,  égales  et  de  signes  con- 
traires, diflérant  par  suite  entre  elles  d'une  quantité  finie  tant 
(juc  ~  ne  sera  pas  égal  à  =t  c.  Pour  ~  ==h  c,  les  deu\  détermina- 
tions de  w  ])renncnl  la  valeur  commune  zéro.  Donc  c=  4- cet 
::  =  —  c  sont  deux  |)ointsde  ramificalion  de  la  fonction  w. 

Pour  dislinguor  Tune  do  l'aulrc  les  dciiK  valeurs  de  tv,  mettons 
les  deux  lacleurs  sous  le  radical  sous  la  foi'me 

z  —  c  =z  le'i' ,     ,3  +  r  =  l' c'i' , 

et,  pour  fixer  les  idées,  supposons  rpi'au  [)oinl  z--o  on  altrd)ue 
aux  deux  arguments  p  et  //  des  valeurs  positives  et  moindres 
que  in.  On  aura,  pour  la  valeur  de  ^v  correspondante  à  un  ~  quel- 
concpie, 

(i)  w  —  ±^n'e      =<    . 

La  valeur  initiale  de  p  étant  choisie  comme  nous  l'avons  fait, 
si,  pour  arriver  de  O  en  un  point  quelconque  M[Jig.  Ç)'o),  on  fait 
suivre  au  point  variable  z  un  chemin  quelconque,  et  si  l'on  imagine 


M 

'  /                     ^ 

/•+C- 

/    y^  " 

que  des  points  -|-c  et  —  c  partent  deux  rayons  vecteurs  aboutis- 
sant au  point  z  et  le  suivant  dans  tout  son  parcours,  chacun  de  ces 
rayons  décrira  autour  de  son  extrémité  fixe  un  angle  de  grandeur 
quelconque  et  parfaitement  déterminé.  Donc  chacune  des  deux 
valeurs  de  vv,  que  nous  avons  distinguées  par  les  signes  -|-  et  — , 
sera  aussi  parfaitement  déterminée.  Ces  deux  valeurs  ne  cesseront 
pas  d'être  inégales  tant  que  les  rayons  /•  et  ;•'  seront  tous  les  deux 
différents  de  zéro. 

1236.   Si  l'on  fait  décrire  à  z  un  contour  fermé  quelconque,  ne 
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comprenant  dans  son  inlérieur  aucun  des  deux  points  de  ramifi- 
cation 4-  c,  — c,  chacune  des  fonctions 

étant  uniforme  et  continue  dans  cette  aire,  on  pourra  lui  appliquer 
les  théorèmes  relatifs  aux  fonctions  S3'nectiques,  et  en  particulier 
celui  en  vertu  duquel  chacune  de  ces  fonctions  arrive  à  la  môme 
valeur  lorsqu'on  fait  passer  z  d'un  point  z^^  à  un  autre  z  suivant 
deux  chemins  différents,  renfermés  l'un  et  l'autre  dans  l'inléiieur 
de  cette  aire.  On  voit  aisément  alors  que  chacun  des  angles/;,// 
arrivera  en  z  avec  la  même  valeur,  quel  que  soit  celui  des  deux 
chemins  qu'on  ait  parcouru. 

Dans  ce  cas,  on  pourra,  sans  changer  la  valeur  finale  de  la  fonc- 
tion, retrancher  de  l'aire  3,  comprise  dans  le  contour,  des  portions 
quelconques  [1 127],  et  par  suite  réduire  cette  aire  à  la  droite  qui 
joint  les  deux  positions  z^  et  z,  poiuvti  (jne  celle  droite  soit  tout 
entière  contenue  dans  l' aire  3. 

Si  l'on  considère  l'accroissement  w  —  w^  de  la  fonction,  corres- 
pondant au  déplacement  de  z,  comme  l'intégrale  des  accroissements 
infiniment  petits  correspondants  aux  éléments  infinitésimaux  du 
chemin  suivi  par  z,  on  voit  que,  dans  l'hypothèse  admise,  on 
pourra  remplacer  l'intégrale  prise  le  long  d'un  chemin  quelconque 
contenu  dans  l'aire  par  Fintégi-ale  prise  le  long  du  chemin  rectilignc 
aboutissant  aux  mêmes  extrémités.  Nous  donnerons,  pour  abréger, 
à  cette  dernière  intégrale,  le  nom  ^'intégrale  rectiligne  prise 
entre  les  limites  z^  et  z. 

1237.  Si  la  droite  z^z  passait  précisément  par  l'un  des  points 
de  ramification  c,  on  éviterait  ce  point  en  remplaçant  une  portion 
de  droite  infiniment  petite,  prise  de  part  et  d'autre  de  c,  par  une 
portion  de  courbe,  un  demi-cercle  par  exemple,  tournée  dans  un 
sens  tel  que  le  chemin  rectiligne  ainsi  modifié  et  le  chemin  curvi- 
ligne qu'il  doit  remplacer  ne  comprennent  pas  entre  eux  le  pointe. 

Pour  rendre  ces  faits  sensibles  par  une  image  physique,  ima- 
ginons un  fil  flexible  étendu  sur  le  chemin  parcouru  par  z  entre  les 
points  Zq  et  z,  et  concevons  aux  points  -h  c  et  — c  deux  obstacles 
verticaux,  empêchant  le  cordon  de  passer  par-dessus  l'un  ou  l'autre 
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(le  ces  jioiiils.  Deux  |)()Silioiis  qucIcttiKjiics  du  (il  pouxinil  se  lr;iiis- 
former  rime  daiis  l'autre  sans  rcnconlrer  les  obstacles  ((unpren- 
(Jronl  entre  elles  une  aire  qui  ne  renfermera  pas  ces  obstacles,  et, 
par  suite,  les  variations  de  la  fonction  correspondantes  à  ces  deux 
chemins  seront  identiques  et  elles  seront  égales  à  raccroissemenl 
rectiligne  si  Ton  peut  redresser  le  Ci\  sans  rencontrer  les  obstacles. 
Dans  le  cas  où  le  chemin  rectiligne  passe  par  le  point  c,  on 
s'avancera  sur  ce  chemin  à  partir  de  Zo  jusqu'au  point  z  =  c  -^-  j'c''^, 
iiilininient  voisin  de  r,  a  étant  l'argument  de  z^)  —  c;  piiis  on  dé- 
crira du  centre  c  et  du  ravon  /•  un  demi-cercle  dans  le  sens  des 
angles  croissants  ou  décroissants,  suivant  que  le  rayon  vecteur 
parcourant  le  chemin  curviligne  de  z^  en  z  fera  le  demi-tour  de  c 
dans  le  premier  sens  ou  dans  le  second.  On  arrivera  ainsi  de  l'autre 
côté  de  c  avec  une  valeur  de  l'argument  de  /-e'"  égale  à  c/.zIzt:,  et, 
par  suite,  le  facteur 


deviendra  soit 


soit 


suivant  le  sens  dans  lequel  on  aura  contourné  le  point  c.  D'après 
cela,  w  arrivera  en  z  avec  l'une  ou  avec  l'autre  de  ses  déterminations, 
selon  que  l'on  aura  choisi  l'un  ou  l'autre  des  deux  demi-cercles 
pour  l'emplaeer  le  diamètre  commun.  Dans  tous  les  cas,  on  aura  le 
moyen  de  distinguer  quel  est  celui  qu'il  faut  choisir. 

1238.  Si  l'on  fait  décrire  au  point  z,  autour  du  eenlro  -i-c,  un 
cercle   assez  petit  pour  ne  pas  contenir  d'autre  point  erilicjue  que 

-h  c,  l'angle  /;  variant  de  i~,  -  variera  de    k,  et  par  suite  \]re  '■ 

sera  multiplié  par  e'' =  —  i.  Donc,  après  avoir  parcouru  ce  cercle, 
la  valeur  de  w  aura  été  multipliée  par —  i  et  aura  changé  de  déter- 
mination. Il  en  sera  de  même  si  z  fait  le  tour  de  — c. 

Si  z  parcourt  une  courbe  fermée  faisant  n  fois  le  tour  de  -f-  c  et 
// fois  le  tour  de  — c,  les  tours  étant  comptés  positivement  ou 
négativement  suivant  le  sens  du  parcours,  les  deux  facteurs  de  w 


v/. 

— 

c 

=  ^' 

r  e' 

Ire     - 

''-_ 

=  -¥- 

ifc 

i{' 

i  —  - 

-.) 

. 

Jr  C 

■■i 

fy^rc 
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seront  respectivement  multipliés  par 


et  par  suite  w  sera  multiplié  par  ( —  i  )"+"'.  Donc  u'  changera  ou  ne 
changera  pas  de  détermination,  suivant  que  le  nombre  71 -\- ?/ 
sera  impair  ou  pair. 

1239.  Supposons  que  w  parte  de  l'origine  avec  une  certaine 
détermination,  qu'il  se  dirige  vers  un  point  critique  c  suivant  un 
chemin  rectiligne,  qu'arrivé  à  une  distance  /•  de  c,  moindre  que 
celle  de  c  au  point  critique  le  plus  voisin  et  que  nous  pourrons 
supposer  infiniment  petite,  il  quitte  la  droite  Oc  et  décrive  autour 
de  c  une  circonCérence  entière  qui  le  ramène  sur  la  droite,  et 
enfin  qu'il  revienne  en  O  suivant  la  même  droite.  Le  chemin  ainsi 
parcouru  sera  dit  un  contour  êléinenlaire,  et  nous  désignerons 
par  (c)  le  contour  élémentaire  relatif  au  point  critique  c. 

Si  c,  comme  dans  l'exemple  actuel,  est  un  point  de  ramification, 
IV  changera  de  détermination  en  parcourant  le  cercle  qui  entoure  c, 
et,  par  suite,  reviendra  en  O  avec  une  valeur  dillerente  de  celle 
qu'il  avait  au  départ. 

12i0.  Supposons  maintenant  un  chemin  quelconque,  condui- 
sant d'un  point  initial  ^o  à  un  point  final  z  et  entourant  les  divers 
points  critiques  0,  c',  c'\  .  .  .  d'une  fonction  donnée  w  chacun  un 
nombre  quelcon(]ue  de  fois,  et  concevons,  comme  précédemment, 
un  fil  llexible  appliqué  sur  ce  chemin  et  des  obstacles  placés  aux 
divers  points  critiques.  Si  l'on  tend  le  fil,  il  commencera  par  se 
serrer  autour  des  obstacles,  en  les  entourant  chacun  un  certain 
nombre  de  fois  et  en  laissant  entre  eux  des  portions  rectilignes. 
Détendons  maintenant  chacune  de  ces  dernières,  de  manière  à  la 
remplacer  par  deux  cordons  rectilignes  allant  du  point  initial  Sq  « 
chacun  des  deux  obstacles.  Nous  aurons  une  transformation  ana- 
logue à  celle  que  représente  la  Jîg.  g6.  Les  fils  tendus  entre  les 
points  critiques  et  le  point  initial  z^  se  changeront,  à  la  limite, 
en  contours  élémentaires,  dont  la  partie  circulaire  sera  parcourue 
un  nombre  quelconque  de  fois,  positif  ou  négatif. 

De  cette  manière,  on  pourra  remplacer  tout  chemin  de  nature 
quelconque,  allant  de^Q  en  z,  par  un  système  de  contours  élémen- 
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laircs  relatifs  aii\  (li\('rs  points  critiques,  lesquels  flovronl  rire 
parcourus  dans  un  ordre  (h'-leiiniiié  el  chacun  dans  un  certain  sens 
et  un  certain  n()nd)re  de   (ois,  ce  système  étantsuivi  d'un  clicinin 

Fie-  96. 


rectiligne  allant  de  ::;o  à  z,  en  évitant,  s'il  y  a  lieu,  les  points  cri- 
tiques, comme  nous  l'avons  vu  plus  haut. 

On  voit  donc  qu'une  fonction  multiforme  w,  partant  d'un  point 
donné  Zq  avec  une  détermination  désignée,  peut  arriver  en  un 
autre  point  donné  z  avec  telle  ou  telle  détermination,  suivant  la 
nature  du  chemin  parcouru  par  la  variable  z,  el  que,  dans  tous 
les  cas,  on  pourra  remplacer  un  chemin  quelconque  par  un  chemin 
composé  d'une  certaine  combinaison  des  contours  élémentaires 
relatifs  aux  divers  points  critiques,  ces  contours  étant  parcourus 
chacun  un  nombre  de  fois  déterminé  et  dans  un  ordre  convenable  ; 
puis  d'un  chemin  rectiligne  allant  du  point  initial  au  point  final, 
en  évitant,  dans  un  sens  convenable,  les  points  critiques  qui 
pourraient  se  trouver  sur  son  parcours. 

124J.   II.   Prenons  pour  second  exemple  la  fonction 

(  I  )  (X'  =  ^Z—  c. 
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Nous  aurions  à  réjîéter  sur  celle  fonclion  une  grande  parlie  de  ce 
que  nous  avons  dit  à  propos  de  la  fonclion  \Jz- — c-,  donl  la  fonc- 
tion (i)  est  un  des  facteurs.  Ici  c  est  le  seul  point  de  ramification 
situé  à  distance  finie;  mais  il  existe  encore  un  second  point  de 
ramification,  le  point  de  l'infini,  ^  =  cyo  . 

En  effet,  si  nous  posons,  en  introduisant  le  rayon  réciproque 

[1114],  :;  =  -,  il  viendra 


En  faisant 
il  viendra 


rc''',      \  —  cz'  ~  v'e'i'', 


expression  qui  change  de  signe  si  l'on  fait  le  tour  du  point  z'=o. 
Donc  z'=  o  ou  z  =  00  est  un  point  de  ramification  de  la  fonction 


s/ 


—  —  c  ou  \  z  —  c. 
Si  l'on  appliquait  la  même  transformation  à  la  fonclion 


ui  deviendrait 


'.^i 


les  points  c'r=  dz  -  élant  tous  les  deux  en  dehors  du  cercle  infini- 
ment petit  tracé  autour  de  s'=  o,  la  fonction  w  ne  changerait  pas 
de  détermination  en  faisant  le  tour  de  ce  cercle.  Donc  ici  ^  =  oo 
n'est  pas  un  point  de  ramification. 

On  pourrait  dire  que  ce  point  3'=  o  est  le  point  où  coïncident 

les  points  de  ramification  des  deux  facteurs  _,  =r  de  w,  et 

que  ces  deux  points  de  ramification  se  neutralisent  mutuellement, 
parce  qu'on  ne  peut  faire  le  tour  de  l'un  sans  faire  en  même 
temps  le  tour  de  l'autre,  et  que  les  deux  changements  de  signe 
simultanés  de  la  fonction  w  se  compensent. 

Du  reste,  pour  la  fonction  fi)  w  ■=^  \jz  —  c,  la  présence  du  se- 
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coud  |)()iiil  (le  I  amllicalion  r:  =:  oo  iriiiMuc  en  rien  sur  hi  iiiarclic 
de  la  fonction,  puisque  loule  révolution  autour  de  l'un  des  deux 
points  o  et  00  est  en  même  temps  une  révolution  autour  de  l'autre. 

l'242.  III.  Kn  appli(juant  les  mêmes  raisonnements  à  la  fonction 


«'  =  y/  (  3  —  C-,  )  (Z  —  Ci  )  .   .  .  ^  s  —  C„  ;  , 

on  verra  de  la  même  manière  que  z  =  oo  est  ou  n'est  j)as  un  |)Oinl 
de  ramification  de  w,  suivant  que  n  est  impair  ou  pair,  de  sorte 
que,  pour  n  =  iv  —  i  comme  pour  7i=  av,  le  nombre  total  des 
points  de  ramification  sera  toujours  2>. 
Ainsi  les  deux  fonctions 


^(/  -+-<■/,  z  -i-  a.,  i- 


ont  l'une  et  l'autre  quatre  points  de  ramification. 

Dans  le  cas  de  n=^c>.v  —  i,  le  contour  qui  enveloppe  le  seul 
point  z  =  ^  sur  la  sphère  peut  être  considéré  comme  envelop- 
pant, de  l'autre  coté,  tous  les  2V  —  i  autres  points  de  ramifi- 
cation. 

12i3.  l\.  Considérons  encore  la  fonction  à  trois  détermi- 
nations 


En  posant 

z  —  Cj=i  7-ie'/'i,      z  —  c.,=i  }%,e'i''.,      z  —  C3  =  r;je'/'3, 

kv  prendra  la  forme 


On  voit  qu'une  révolution  autour  du  point  Cj  augmente  l'argu- 
ment  de  w  de  ^^;  deux  révolutions  l'augmentent  de -^  »  et  trois 
révolutions  l'augmentent  de  2t:,  ce  qui  ramène  w  à  sa  première 

valeur.  Ainsi,  en  désignant  par  a  =^  e  ^  une  des  deux  racines  cu- 
biques complexes  de  l'unité,  si  l'on  fait  /i,  révolutions  autour  de 
c,,  «2  autour  de  Co,  «3  autour  de  C3,  w  se  trouvera  multiplié  par 
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2  -  (■  4  r  I 

jjH.+rtj+rta^  c'est-à-dire  par  un  des  trois  facteurs   i,  a  ^  ,  e  '  ,  sui- 
vant que  l'on  aura 

«1  + //,  +  «3^ o,   I,   i  (niod.S). 

1244.   V.   Si  l'on  avait  pris 


"'=  V      2  —  C,         2—  fi 


en  faisant  ^  =    ,,  il  viendrait 


ou,  en  posant  c'=  re'P, 


c,z       I  —  r, 


On  verrait  alors,  comme  précédemment,  que,  si  l'on  fait  le  tour 
(dans  Je  sens  rétrograde)  du  point  O'  du  j)lan  antipode  [1114], 

4-i 

vv  se  trouvera  multiplié  par  e  •'  ,  de  sorte  que  z'=z  o  ou  c  =  od  est 
encore  un  point  de  ramification. 

1245.  \I.   En  général;  si  l'on  considère  la  fonction 


—  étant  fractionnaire,  O  sera  un  point  de  ramification,  j)uisque,  en 
n 

posant  c  =:  j'c'P,  on  aura 

m       mp 
iv  z=z  r"  e'  "  , 

et,  si  la  fraction  —  est  irréductible,  w  sera  une  fonction   à  «  dé- 
n 

lerminations. 

Si  l'on  pose  maintenant  z  ==  -  et  z  =^  r' e'P' ,  alors 


m  .  mp' 

Il  „  n 


d'où  l'on  voit  que  w  change  encore  de  détermination  lorsque  z  fait 
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le    tour   tle    z' z^  a.   Donc   "'=o   on    c  =::  :c   est  encore    nii    poini 
de  rainiliealion. 

On  peut  remarquer  ici,  conjnic  au  n"  11,  que,  si  Ton  consi<lèrc 
la  représentation  sur  la  sphère,  chaque  révohiiion  dirccle  autour 
de  -  =  o  est  en  même  temps  une  révolution  rétrograde  autour  de 
:;'=o;  de  sorte  que,  lorsqu'on  fait  le  tour  de  l'origine,  on  peut 
considérer  ce  clicmin  comme  faisant  le  tour,  dans  le  sens  opposé, 
du  point  à  liiiliiii. 

1240.   VII.    Si  Ton  a 

(\'=\  [Z  —Cl].  .  .[z  —  <■„,  ) 


=  z      "  y^^l  —  c,z■]...[i  —c;„z-), 

—  étant  fractionnaire,  z' =  o  ou  -  =  co  sera  un  point  de  ramifi- 
/i 

cation,  et  si  l'on  décrit  en  sens  direct  un  chemin  renfermant  dans 

son  intérieur  tous  les  points  de  ramification  c,,  .  .  .  ,Cm,  on  pourra 

considérer  ce  chemin  comme  entourant  le  seul  point  ce  ,  dans  le 

sens  rétrograde  par  rapport  à  ce  point. 

1247.  A  111.  Lorsque,  dans  l'exemple  précédent,  A  des  points 
de  ramification  c,,  .  .  . ,  r/,  viennent  à  coïncider,  alors  la  valeur  de 
\v  peut  se  mettre  sous  la  forme 

A 

iv  —  (  3  —  Cl  )«  V  (3  —  C,,^.,)  .  .  .  (s  —  C,„], 

et  l'on  voit  qu'une  révolution  autour  de  c,  équivaut  à  A  révolutions 
autour  d'un  point  de  ramification  simple  ou  à  une  révolution  sui- 
vant une  courbe  embrassant  dans  son  intérieur  7.  points  de  ramifi- 
cation différents. 

Si  -  est  entier,  c,  cessera  d'être  un  point  de  ramification. 
n 

On  voit  maintenant  sans  peine  comment  on  discuterait  le  cas 
d'une  fonction  formée  par  l'addition  de  plusieurs  fonctions  multi- 
formes, ou  plus  généralement  par  la  combinaison  de  plusieurs 
opérations  algébriques  multiformes  quelconques. 
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§    II- 
DES    nNTÉGRALES    MULTIFORMES. 

1248.  Etudions  maintenant  l'autre  classe  de  fonctions  multi- 
formes dont  nous  avons  parlé  au  n"  1234,  celle  des  fonctions  pro- 
venant de  l'intégration  d'une  fonction  algébrique  uniforme  ou 
multiforme  présentant  des  infinis. 

Soil  f[z)  une  fonction  de  la  variable  z,  et  supposons-la  d'abord 
uniforme  et  continue  à  l'intérieur  de  l'aire  ^,  sauf  en  certains 
points  Ci,  0-2,  •  '  •  de  cette  aire,  où  elle  présente  des  infinis  propre- 
ment dits. 

Supposons  que  l'on  fasse  suivre  à  la  variable  z  une  ligne  conti- 
nue 3,  tracée  d'une  manière  quelconque  entre  deux  points  donnés 
Zo  et  z,  dans  le  plan  des  z  ou  sur  la  sphère  de  référence;  nous 
appellerons  cette  ligne  le  chemin  d'intégration.  Si  l'on  fait  la 
somme  des  produits  de  chaque  élément  dz  de  ce  chemin  par  la 
valeur  correspondantey^(3)  de  la  fonction,  la  limite  de  cette  somme 
sera  l'intégrale  de  la  fonction,  correspondante  au  chemin  d'inté- 
gration 3. 

Pour  que  l'intégration  soit  toujours  possible,  il  faut  que  le  che- 
min d'intégration  3  ne  passe  par  aucun  point  dans  le  voisinage 
duquel  à  une  variation  infiniment  petite  dz  ne  corresponde  pas 
une  variation  infiniment  petite  de  l'intégrale  elle-même,  comme 
cela  pourrait  avoir  lieu  si  la  fonction  y(:?)  devenait  infinie  en  ce 
point.  Nous  supposerons  toujours  que,  si  le  chemin  d'intégration 
contenait  un  tel  point,  on  l'éviterait  en  faisant  un  détour  infini- 
ment petit,  sauf  à  discuter  l'influence  que  le  sens  dans  lequel  on  a 
fait  ce  détour  peut  avoir  sur  le  résultat. 

Lorsque  le  chemin  3  se  réduit  à  une  ligne  droite,  l'intégrale  est 
dite  V intégrale  rectiligne  de  la  fonction /(z)<iz,  prise  entre  les 
limites  Zq  et  z,  et  nous  la  représenterons  simplement  par  la  notation 


r 


/(.)./.. 


1249.  Si  entre  la  droite  Zq  z  et  le  chemin  3  il  ne  se  trouve  aucun 
point  critique  de  la  fonction  f\z),  nous  avons  vu  [1125]  que  les 


I)  I  :  s    IN  r  i;  g  a  A  L  \:  s   ai  i:  i,  r  i  f  o  ii  m  i;  s  .  r  j- 

intégralcs  prises  le  loiii;  des  deux  chemins  ont  lii  iin-inc  \nlrur. 
Donc  l'inlégrale  prise  le  lon^  de  3  pourra,  dans  ce  cas,  être  repré- 
sentée aussi  |iarla  nolalion    1     f{^z)dz. 

Si,  au  contraire.  Taire  comprise  entre  3  et  la  droite  z^  :J  renferme 
un  ou  jdusieurs  inlinis  c^Cj,  .  -  .  (\cj\z),  nous  avons  vu  rpie  la 
dillérence  entre  l'intégrale  prise  suivant  3  et  l'intégrale  rectiligne 

est  la  somme  des  intégrales  /  -,  j  :  ■  ■  ■  prises  aiilour  de  ces  inli- 
nis. Cette  dilTérence  restera  constante,  tant  que  z  variera  de 
manière  que  l'aire  comprise  entre  les  deux  chemins  contienne  tou- 
jours les  mêmes  infinis,  et  que  les  deux  chemins  d'intégration 
entourent  chaque  infini  le  même  nombre  de  fois. 

Pour  plus  de  clarté,  nous  commencerons  toujours,  ainsi  que 
nous  l'avons  fait  plus  haut,  par  remplacer  le  chemin  3  par  le  che- 
min rectiligne,  précédé  des  contours  élémentaires  relatifs  aux 
divers  j)oints  critiques  renfermés  entre  3  et  le  chemin  rectiligne, 
en  tenant  compte  du  nombre  de  fois  que  chaque  contour  élémen- 
taire est  décrit,  et  du  sens  dans  lequel  il  a  été  décrit  chaque  fois . 

Si  le  chemin  rectiligne  passait  lui-même  par  un  des  points  cri- 
tiques, on  éviterait  ce  point  au  moyen  d'un  demi-cercle  infiniment 
petit  décrit  autour  de  ce  point  comme  centre  et  tourné  dans  un 
sens  convenal)l(',  la  valeur  de  l'intégrale  rectiligne  variant  géné- 
ralement avec  le  sens  que  l'on  a  choisi  pour  ce  demi-cercle. 

1250.  On  voit  que  l'intégration  d'une  fonction  iiniformcy(2), 
qui  a  des  infinis,  engendre  une  fonction  midliforme,  susceptible 
de  prendre  en  chaque  point  donné  du  plan  une  infinité  de  valeurs, 
dont  les  différences  dépendent  des  chemins  parcourus  parla  variable 
d'intégration  et  sont  exprimées  par  des  sommes  de  multiples, 
positifs  ou  négatifs,  des  intégrales  prises  autour  de  ces  divers  infinis. 

Chacune  de   ces  dernières  intégrales  s'appelle  une  période  de 

l'intégrale  ff\z)dz.    Ainsi,    si  l'on   représente   par    i     f(^z)dz 

l'intégrale  rectiligne   et  par    /    ?    /    :■  •  •  •  les  périodes   correspon- 

dantes  aux  infinis  c,,  Co,  ...  compris  entre  le  chemin  d'intégration  3 
et  le  chemin  rectiligne,  la  valeur  générale  de  l'intégrale^/ (c  )c/z, 
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pour  un  chemin  quelconque  3  allant  de  z^^  en  z,  sera 

jif,  /Zo,  .  .  .  étant  des  entiers  positifs,  nuls  ou  négatifs. 

1251.  Lorsque,  après  avoir  fait  le  tour  d'un  infini  c,  la  variable  z 
revient  à  sa  première  position,  Tinlcgrale  n  aura  crû  de    i  »  et,  par 

suite,   elle  aura  changé  de  détermination  si    i    n'est  pas  nul. 

Si,  après  avoir  parcouru  un  chemin  Zq  c  et  avoir  fait  le  tour  de  c 
sur  le  cercle  infiniment  petit,  z  revient  en  Zq  suivant  le  même 
chemin,  u  aura  changé  de  détermination  et  décrira,  par  consé- 
quent, sur  son  plan  ou  sa  sphère  de  représentation,  une  courbe 
différente  de  la  première.  Quand  le  point  correspondant  à  c  est  un 
infini  de  ii,  les  deux  branches  de  courbe  décrites  sur  la  sphère 
des  u  partiront  du  pôle  inférieur.  Dans  tous  les  cas,  la  courbe 
décrite  par  u  se  ramifie  à  partir  du  point  u  correspondant  à  c; 
donc  ce  point  c  est  généralement  un  point  de  ramification  de  la 
fonction  u. 

12o!2.  Des  intégrales  prises  le  long  d'un  contour  élémentaire . 
—  Soit  c  un  point  critique  de  la  fonction  J"(z),  et  considérons  le 
contour  élémentaire  formé  d'un  cercle  infiniment  petit  tracé  autour 
de  c  et  d'une  droite  joignant  le  point  initial  Zq  de  l'intégrale 
JJ\z)dz  à  un  point  de  ce  cercle.  On  pourra,  comme  dans  le 
n»  1240,  considérer  ce  contour  élémentaire  comme  la  limite  d'un 
chemin  composé  des  deux  parallèles  infiniment  voisines  ^^oA  et 
C^^O)  et  de  l'arc  ABC  [fig-  97),  infiniment  peu  différent  de  la  cir- 


F'S-  97- 

-^ c. 


<i);B 


conférence  entière.  L'intégrale  prise  le  long  du  contour  élémentaire 
somme  des  trois  intégrales 

/l^oA)H-/(ABC;-i-/(C.,). 


sera  la  limite  de  la  somme  des  trois  intégrales 


m; s   I  NTi:(;ii  \  i.ios  smii.tii'oiim  i:s.  ijfj 

Supposons  d'aboid  (|uo  \c  point  crilicjuc  c;  ne  soit  pas  un  point 
de  ramification.  Alors,  en  revenant,  après  avoir  fait  le  tour  du 
cercle,  à  une  position  (]  infiniment  voisine  de  A,  la  fonction  J (z) 
reprendra,  à  la  limite,  la  même  valeur  qu'en  A,  et  les  éléjnenls  de 
Tinléyralc  le  long  du  clu'min  C;!:o  seront  égaux  et  de  signe  con- 
traire à  ceux  de  l'intégrale  le  long  de  ^o  A.  Donc  les  deux  intégrales 
J"(  c:,)  A)  et  y(C~,))  se  détruiront,  et  l'intégrale  prise  le  long  du 
contour  élémentaire  se  réduira  à  la  seule  intégrale  ^i  ABCA),  c'est- 

à-dii'e  à  Tintégrale    /   prise  autour  de  c,  comptée  positivement  ou 

négativement  selon  que  le  cercle  sera  parcouru  dans  le  sens  direct 
ou  dans  le  sens  rétrograde. 

ll2o3.  Supposons  maintenant  que  /(z)  soit  une  l'onction  multi- 
forme, ayant  un  point  de  ramification  en  c.  L'intégrale  prise  le 
long  du  contour  élémentaire,  parcouru  dans  le  sens  direct,  sera, 
comme  précédemment,  la  limite  de  la  somme 

/(^oA    +/.ABC)-f-/(GzJ. 

Or,  en  passant  de  A  au  point  infiniment  voisin  C,  la  fonction  f(^z) 
aura  changé  de  détermination,  et,  si  elle  est  partie  de  A  avec  la 
valeur/",  (z),  elle  aura  en  C  une  autre  valeur J\[z).  On  aura  donc 


Donc  la  somme  J'[z^^Aj  -+-f{Cz„)  aura  pour  limite 


\dz. 


£ 


ce  qui  ne  s'annulera  pas,  comme  dans  le  cas  précédent. 
Si  l'on  a  /■>{^)  =  — '/i  (-)?  cette  somme  sera  égale  à 


7.£f,[z)dz  =  --l£A[ 


'Jz\dz. 


Quant  à  l'intégrale  y(ABC^,  elle  peut,   suivant  la  nature  de  la 
fonctiony,  être  ou  nulle  ou  différente  de  zéro. 

Si  l'on  avaitparcouru  le  contour  élémentaire  dans  le  sens  opposé, 

7- 
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on  partant  de  ^o  avec  la  même  dé  terminât!  on  y^i  (z),  la  partie  rec- 
liliiine  de  lintéorale  serait  touiours 


/ 


Wy:-Â[^)\<i^\ 


mais  l'intégrale  circulaire  ^(ABC)  serait  remplacée  par  l'intégrale 

de  signe  contraire 

/(CBA)  =  -/(ABC). 

Si  rintégrale  circulaire  est  nulle,  l'intégrale  prise  le  long  du 
contour  élémentaire  sera  indépendante  du  sens  dans  lequel  ce 
contour  sera  parcouru. 

12o4.  Soit  un  point  de  ramification  c,  et  soit  F  l'intégrale  prise 
le  long  du  contour  élémentaire  (c)  correspondant  à  ce  point.  Sup- 
posons l'intégrale  circulaire  /  nulle,  et  la  fonction /"(  s)  suscep- 

lil)le  des  deux  valeurs  égales  et  opposées  y,  [z)  elf-,[z)  =— y<  (z). 

Après  cjue  l'on  aura  parcouru  une  première  fois  le  contour  élé- 
mentaire, la  fonction /*(z),  partie  de  Zo  avec  la  valeur /",  (z),  y 
reviendra  avec  la  valeur  - — J",  (^z).  Si  l'on  parcourt  maintenant  de 
nouveau  le  contour  élémentaire,  l'intégrale,  prise  en  partant  de  Zo 
avec  la  valeur — _ff(^z],  aura  tous  ses  éléments  égaux  et  de  signe 
contraire  à  ceux  de  l'intégrale  précédente;  elle  aura  donc  pour  va- 
leur —  r,  et  par  suite,  en  l'ajoutant  à  la  première,  on  aura  zéro 
pour  l'intégrale  correspondante  à  deux  parcours  consécutifs  du 
contour  élémentaire. 

On  verra  de  même  que,  si  l'on  fait  m  intégrations  consécutives 
le  long  du  contour  (c),  le  résultat  sera  égal  à 


2 

c'est-à-dire  à  F  ou  à  zéro,  suivant  que  m  sera  impair  ou  pair. 

iâoo.  Soit  c'  un  second  point  de  ramification  de  la  même  fonc- 
tion biforme,  et  supposons-le  tel  quey(c'']  (')  soit  égale  à  — f{(^) 
lorsque  les  deux  intégrales  sont  prises  en  partant  de  la  même  dé- 


(  ')  En  désignant  par  f{c')  l'intégrale  prise  le  long  dn  contour  élémentaire  (c'). 


i)i:s   i.\Ti;(.  u  am;s   au  i,  r  i  koum  i;s. 


Icriiiiiialioii  (\c  Jiz).  vVpi'ès  que  I On  aura  inlé;4r(';  le  loni;  de  (r), 
f{z)  aura  changé  de  signe,  et  J'(c'),  calculée  en  parlant  de  la  dé- 
termination — f,  (z),  aura  pour  valeur  -\-  T.  Donc  f{c),  suivie;  de 
f{c'),  donnera  pour  valeur  iV.  On  conclut  de  là  que,  si  l'on  fait 
une  série  de  //  intégrations  consécutives  en  parcourant  tour  à  tour 
d'abord  le  contour  (c),  puis  le  contour  (c'),  on  aura  pour  résullal. 

Si,  au  lieu  de  commencer  cette  série  d'intégrations  par  le  con- 
tour (c  ),  on  a\ail  commencé  par  (c'),  le  résultat  aurait  été  —  nV . 

Exemple.  —  Soit  l'intégrale 


La  fonction  sous  le  signera  deux  points  de  ramification,  -;- c  et 
—  c.  Supposons  que  le  radical  parte  de  z  =  o  avec  la  valeur  -\-  c. 
Si  l'on  intègre  le  long  du  cercle   infinitésimal  qui  entoure  le 
point  c,  en  posant 


dz  =  —  re'i'  .idp, 


l'intégrale  sera 


r''         re'P.idp  _        ■  T  C 


e-     dp 
\Jic  —  re'i 


et  sa  valeur  s'annulera  évidemment  avec  /'.  L'intégrale  circulaire 
étant  nulle,  on  pourra  donc  appliquer  le  résultat  précédent.  Donc, 
en  intégrant  n  fois  de  suite  le  long  des  contours  respectifs  (h-  c), 

( — c),  (-hc),  .  .  .,    [ — ij''~'c),  on  aura  pour  intégrale  totale 


dz 


Au   contraire,  si  l'on  avait  pris  les  contours  élémentaires  dans 
l'ordre 

(-C),    (+r),    i-c],    ...,   ([-i]"c), 

la  valeur  de  l'intégrale  totale  aurait  été  —  riY. 

On  voit,  dans  ce  cas,  que,  sans  changer  l'intégrale  rectiligne 
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f[zoZt),  on  pourra  augmenter  on  diminuer  l'inlégrale  curviligne 

/      f[z)dz  d'un  multiple  quelconque  de  F. 

Lorsque  deux  points  de  ramification  jouissent  des  propriétés 
des  deux  points  c,  c'  dont  nous  venons  de  parler,  nous  leur  don- 
nons le  nom  de  points  de  ramification  compléinejitaires . 

§  III. 

EXEMPLES    d'iNTÉGUALES    PÉRIODIQUES. 

1256.   I.    Soil  l'intégrale 

l^a  fonction  -  ayant  un  infini  pour  z  =  o,  ce  point  sera  un  point 

critique  de  l'intégrale  u. 
Si  nous  ])osons 

z=:re'i\      d'où     dz^n^  he'i'  dp,      —    —idp, 
l'intégrale  circulaire  pi'ise  autour  du  point  :t  =  o  sera 

I     —  =:    f  l  dp  z=z  1t-. 

Jo   ^        Jo 
Ce  sera  là  la  période  de  l'intégrale  proposée,  dont  la  valeur  géné- 
rale sera,  par  conséquent,  égale  à  l'intégrale  recliligne  /      — ^5  plus 
un  multiple  quelconque,  positif  ou  négatif,  de  cette  période. 

1257.  II.  L'intégrale  1 -^  a  deux  points  critiques,  corres- 
pondants k  z  =zh  i.  En  posant  c  crr  ±  i  et  z  —  c  =  i^e'J',  on  aura, 
sur  un  cercle  décrit  autour  de  c, 

dz  =  ire'P  dp, 

1  —  3-=c-—  z^=  (c  +  zlfc  —  3)  ——  [-ic  -\-  re"')re'i'; 


EXK.MPLKS    D'i.NTKlill.VLUS    Pli  U  l  O  I)  I  Q  U  KS.  lo'i 

donc  [1129] 

Donc  les  (lini\  pcrlochîs  de  l'iiilcgrale  sont  égales  au  signe  près; 
par  sulle,  la  valeur  générale  de  rinlégrale  prise  entre  les  limites 
Zq  et  z  sera 


i: 


__   ..        -  «1  (—  iTT)   -4-  /?2  (+'")' 


el  //o  étant  des  entiers  quelconques,  ou,  plus  simplement, 


L 


rentier  n  étant  égal  au  nond)re  de  fois  que  le  chemin  d'intégration 
a  entouré  (dans  Je  sens  direct)  le  point  — i,  moins  le  nombre  de 
fois  qu'il  a  entouré  le  point  H-  i,  les  tours  faits  dans  le  sens  rétro- 
grade devant  être  comptés  négativement. 

On  verrait  de  même  que  la  valeur  générale  de  l'intégrale  i  — 

est 

dz 


dz 


r 


I  H- 


+  «-. 


Cette  intégrale  et  la  précédente  sont  des  cas  particuliers  de  l'in- 

dz 


tégrale 


.(■ 


([ui  a  les  deux  points  critiques 

En  posant  i  —  o''' z  =  re'P,  l'intégrale  prise  autour  de  c,, 
r^~^ —  e'''.lre"'dp  _        i    _,-     r'"        dp 

aura  pour  limite  correspondante  à  /■  =  o 
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et,  de  même,  l'intégrale  prise  le  long  de  l'autre  point  critique  sera 

4-  i-e-'". 

Ces  deux  périodes  étant  égales  et  de  signes  contraires,  on  en 
conclut  que  la  valeur  générale  de  l'intégrale  sera  l'intégrale  recti- 
lignc,  plus  un  multiple  quelconque  de  ir.e~"^. 

En  faisant  rour  à  tour  a  =  o  et  a  =  ->  on  retrouvera  les  résul- 

2 

tats  relatifs  aux  deux  intégrales  précédentes. 
1258.   III.   Soit  l'intégrale 

7;  z  -f-  » 


/: 


z-  -+-  az-\-  b 
que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme 


h 


Les  intégrales  prises  autour  des  deux  points  critiques  Cj,  c^  auront 
pour  valeurs  respectives 

c~   ^1  — ^"2    ^''"'        Jcr    ''2— ^'1 

L'intégrale  a  donc  deux  périodes  différentes  tant  que,  les  deux 
quantités  c,,  C2  étant  différentes,  m  ne  sera  pas  nul.  On  a  donc  ici 
un  exemple  d'nne  intégrale  à  double  période  dont  la  valeur  géné- 
rale est  égale  à  l'intégrale  rectiligne  augmentée  de  multiples  quel- 
conques u.^   I    -+  U.2  1    des  deux  périodes. 

Si  m  =  o,  alors  les  deux  périodes,  étant  égales  au  signe  près, 
n'en  feront  plus  qu'une  seule,  comme  dans  le  cas  précédent. 

1259.  I\  .   Considérons  maii;itenant  l'intégrale  d'une  fonction 
multiforme 

âz 


f 


i/i  — 


Les  points  de   ramification  ^  =  -4-1  et  z  :=  —  i    sont  en   même 
temps  des  infinis  de  la  différentielle. 


i.\Ti;(;ii  V 1. 1:   ci  uni  i,  \  i  it  i:. 


Si  nous  posons 

z  —  c  =  re'i\ 

c  représentant  it  i,  rinléf^ralc  prise  autour  de  c  aura  pour  valeur 

e'     dp 


Jo       V  —  if^'''  { -2  c  H-  re'i'  ]  Jo 


V  —  re'i' [-îc  -j-  réi' )  J ,y       \Jic  -^  re'i' 

et,  pour  /•  infiniinent  petit,  cette  expression  a  évidemment  pour 
limite  zéro.  Doue  ici  les  deux  intégrales  circidaires  sont  nulles. 

Si  maintenant  on  suppose  que  le  radical  parte  du  point  3=0 
avec  la  détermination  H- i ,  l'intégrale  recliligne  prise  de  z  =  o  à 
s  =  I  —  r  aura,  pour  /■  infiniment  petit,  une  certaine  limite,  que 
nous  désignerons  provisoirement  par  x.. 

Après  que  z  aura  fait  le  tour  du  point  -}-  i ,  \J i  —  z-  aura  changé 
de  détermination,  et,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  au  n°  1255, 
l'intégrale  prise  de  -j-  i  à  o  aura  encore  la  valeur  /.,  de  sorte  que 
l'intégrale  relative  au  contour  élémentaire  (  -i-  i)  aura  pour  valeur 

+  2 •/.,  lorsqu'on  suppose  <à  \j i  —  z-  la  valeur  initiale -f- !• 

On  verrait  pareillement  que,  dans  la  même  hypothèse,  l'intégrale 
relative  au  contour  élémentaire  ( —  i)  aura  pour  valeur  2/. 

On  conclut  de  là,  comme  au  n*^  l!2oo,  que,  si  l'on  parcourt  alter- 
nativement les  deux  contours  élémentaires,  en  prenant  -h  i  pour 
valeur  initiale  de  ^i  —  z-,  la  somme  des  intégrales  élémentaires, 
après  n  parcours,  sera  =h  inv.,  suivant  que  l'on  aura  commencé  par 
le  contour  (-•-  i)  ou  par  le  contour  ( — i). 

Si  l'on  parcourt  le  môme  contour,  (-f-i)  par  exemple,  m  fois 
consécutives,  le  résultat  sera,  d'après  ce  que  nous  avons  vu, 


/.  —  ,  — ^  I 


c'est-à-dire  2x,  ou  zéro,  suivant  que  m  sera  impair  ou  pair.  Après 
ces  m  parcours,  ^i  —  - z- se  trouvera  multiplié  par  ( — i)'";  si  l'on 
fait  maintenant  //^i  fois  le  tour  de  i  —  1),  on  ajoutera  à  la  valeur 
précédente 

(-i)'"[v'--;-i)"'-/-], 

ce  qui  donnera  en  totalité 

y.  —  2  :—  l)'"/.  -H  (—  I  j'"-*-'".  /-. 
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Si  l'on  l'ail  ensuite  in^  fois  le  tour  de  (+  i),  le  radical  partant  de  o 
avec  la  valeur  ( — i)'"+'".,  on  ajoutera  à  la  valeur  précédente 
( — i)'"+'"'[/. — ( —  i)'"i:x  ',  ce  qui  donnera  en  totalité 

■/  —  2(—  \]"'v.  -F  i[—  i)'"-*-'"./  —  ;— 1]"'+"'. +'"■-/. 

Et  ainsi  de  suite. 

On  voit  que  cette  expression  représentera  toujours  un  multiple 
pair  de  /.,  et  que,  de  plus,  on  pourra  toujours  disposer  du  nombre 
des  changements  alternatifs  de  contours  et  de  la  parité  de  chacun 
des  nombres  m,  /;i|,  .  .  .,  de  manière  que  la  partie  de  l'intégrale 
ajoutée  à  l'intégrale  rectiligne  soit  égale  à  un  multiple  quelconque 
de  2/.. 

1^260.  11  est  facile  de  déterminer  cette  intégrale  2z,  en  nous 
appuyant  uniquement  sur  le  théorème  de  Cauchy  [H24].  En  effet, 
cette  intégrale  est  égale  à  l'intégrale  prise  le  long  d'un  contour 
fermé  quelconque,  renfermant  dans  son  intérieur  le  seul  point 
critique  +  i.  Prenons  pour  ce  contour  celui  d'un  demi-cercle  de 
centre  O,  de  rayon  /•  infiniment  grand,  et  ayant  son  diamètre 
dirigé  suivant  l'axe  des  j.  L'intégrale  prise  le  long  du  demi-dia- 
mètre à  partir  de  O,  suivant  le  sens  direct,  sera,  en  posant  z:=iy, 

A- désignant  une  valeur  positive  quelconque.  L'intégrale  prise  le 
long  de  la  demi-circonférence  sera,  en  posant  z  =  i-e'P, 

r  ^    re'i'idp    _^  r  ^ fip 

2  J 

expression  qui,  pour  /•  infiniment  grand,  a  pour  valeur  ±:  "H- =, 
£  étant  infiniment  petit.  La  troisième  partie  de  l'intégrale  sera 


//-  ayant  la  même  valeur  que  ci-dessus.  En  égalant  la  somme  de  ces 
trois  intégrales  à  l'intégrale  positive  2x.,  prise  le  long  du  contour 
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(-f-  i),  011  aura 

9.  V.  '-  —  ilrzh  -  -h  (î  H=  ih\ 

d'où,  en  égalant  séparément  les  parties  réelles  et  les  parties  ima- 
ginaires, et  négligeant  rinfiniment  petit  ^,  on  détei-mincra  l(;s 
signes  ambigus,  et  l'on  aura 


1261.  Ainsi  l'intégrale  prise  le  long  d'un  des  deux  contours 
élémentaires  est  égale  à  ±r.  Si,  avant  de  former  l'intégrale  rec- 
liligne 


on  parcourt  un  seul  contour  élémentaire,  et  que  l'on  intègre  ensuite 
rcetilinéairement  de  o  à  z,  le  radical  ayant  changé  de  détermina- 
tion, l'intégrale  rectiligne  changera  de  signe,  et  l'on  obtiendra 
pour  résultat 

Si,  au  lieu  d'un  seul  contour,  on  en  parcourt  deux,  soit  deux 
fois  le  même,  soit  deux  contours  différents,  le  radical  reprenant 
son  premier  signe,  on  obtiendra  pour  l'intégrale  totale 

c'est-à-dire  une  des  trois  valeurs 

II,  H  -h  ■j-,  u  —  2-. 

En  continuant  ce  raisonnement,  on  verra  qu'à  une  limite  supé- 
rieure donnée  z  correspondent  des  valeurs  de  l'intégrale  des  deu\ 
formes 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  la  forme 

«TT  +   ( l)"«. 

1262.  V.  Étudions  enfin  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce 

ch 


r=    cl: 
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OÙ  Ton  a  posé 

R  [z]  =  s/[i—z')[i  —  A--'z''), 

k-  élant  un  nombre  positif  et  moindre  que  l'unité. 

Les  infinis  de  la  difTérentielle,  zh  i  et  rh  -,  sont  en  même  temps 

ri 

des  points  de  ramification,  comme  dans  l'exemple  précédent. 

Comme  les  points  H-  i  et  —  i  se  trouvent  respectivement  sur  les 
droites  qui  joignent  l'origine  zéro  aux  deux  autres  points  critiques 

+  -  et  —  -  5  il  faudra,  dans  les  contours  élémentaires  relatifs  à 

n  ri 

ces  derniers,  éviter  les  premiers  par  un  détour  infiniment  petit, 
que  nous  supposerons  fait  suivant  deux  demi-circonférences  situées 
la  première  au-dessus,  la  seconde  au-dessous  de  l'axe  des  x,  de 
manière  à  laisser  l'un   et  l'autre   des  points  ±  i  sur  sa  droite,  en 

allant  de  o  à  ±  -  • 

Cela  posé,  imaginons  que  R(  ')  parte  de  zéro  avec  la  valeur  -f-  i 
et  ptircoiire  le  contour  élémentaire  (-f-i)-  L'intégrale  prise  de 
zéro  à  I  —  i\ 


dz 


croît  continuellement  pour  /•  décroissant.  Le  premier  facteur  csi 
toujours  compris  entre  i  et  — •.  le   second  a   pour  limite  -• 

Donc  l'intégrale  a  une  limite  finie,  plus  grande  que  -•  Nous  dési- 
gnerons cette  limite  par 

Jo    sj[i—.T^][x  —  k\r'-) 

Faisons  maintenant 

\_  \       _ 
i  —  z^.rcip,      d'où      R'z]  =  ,^c^'''s/Z, 

Z  désignant  un  polynôme  du  troisième  degré  qui  n'est  pas  nul 
dans  le  voisinage  de  ^  =  -f-  i.  Il  viendra 

-  -  ip 
(h  r"- e'^     idp 


i\tk(;r\i.i:   kli.ii'ïiql  k.  loy 

et,  par  suilc,  rinlégralc  circulaire 


1     /*2  7r    -'/'   , 


leiulra,  [)oiir  /■  iiiliiiiinenl  pelil,  vers  la  liinile  zéro. 

Après  avoir  fait  le  tour  du  point  -f-  i , />  ayant  crû  de  o.r.   et  Z, 

avanl  repris  sa  première  valeur,  le  facteur  c'  aura  changé  de 
signe,  et,  par  suile,   R(s)  aura  changé   de   déterniinalion.   Donc 

l'intégrale    /  sera  égale  en  grandeur  et  en  signe  à  l'intégrale 

précédente    f     —r— r  =  K,  et,  par  suite,  ^.{z)  reviendra  en  O  avec 

la  valeur- — i,  et  l'intégrale  prise  le  long  du  contour  élémentaire 
i^-i-  i)  sera  égale  à  -f-  2K  [1255]. 

On  verrait  de  même  que,  si  l'on  fait  le  tour  du  point- — i,  J\[z) 
partant  toujours  de  O  avec  la  valeur  4-  i,  l'intégrale  reviendra  en 
O  avec  la  valeur  —  9.  K. 

Si  l'on  désigne  ])ar  a  la  valeur  de  l'intégrale  rectiligne 


oii  'R{z)  part  de  O  avec  la  valeur  -h  i,  et  que,  au  lieu  de  commen- 
cer par  décrire  le  chemin  rectiligne   Oz,  on  décrive   d'abord  le 

contour  élémentaire  :  -f-  i),  l'intégrale    /      se  composera  de  l'inté- 

»/ (j 

grale  y^-f- i)  =n  2K,  plus  l'intégrale  rectiligne,  où  R(2r)  partira 
cette  fois  de  O  avec  la  valeur  —  i,  et  qui  aura,  par  suite,  pour 
valeur  —  u.  Donc  l'intégrale  totale  sera  égale  à  2K  —  u. 

Si  l'on  parcourt  deux  fois  de  suite  le  contour  ^^-f-  i),  la  seconde 
intégrale  prise  le  long  de  ce  contour  détruira  la  première,  et  l'in- 


tégrale  / 


redeviendra  é"ale  à  u. 


Mais  si  l'on  parcourt  d'abord  une  fois  le  contour  (-h  i),  puis  une 
fois  le  contour  [ — 1),  la  somme  des  deux  intégrales  correspon- 
dantes sera  -}-  4K.,  et,  R(s)  étant  revenu  en  O  avec  la  valeur  -f-  1 , 
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l'intégrale    /      aura  pour  valeur  4K.  ->-  "•  I^t  ainsi  de  suite,  comme 

dz 

"    V 


pour  l'intégrale  de  l'exemple  précédent    l      -^ 


1263.   Considérons  maintenant  le  contour  élémentaire  (  -1-  y 

Nous  avons  dit  que  la  partie  rectiligne  de  ce  contour  devait  faire 
un  détour  pour  éviter  le  point  -^i.  Apprécions  l'influence  de  ce 
détour. 

Le  point  z,  arrivé  en  i  —  /•,  s'écarte  alors  de  la  droite  Oi  et 
prend  une  valeur  i  -r-re'P,  p  devant  varier  de  t:  à  o,  en  contour- 
nant +  I  dans  le  sens  rétrograde.  D'après  cela,  le  facteur  y/i  — z 

de  K(-)  prendra  la  forme  \j — i-c'P,  et  l'intégrale    /  ^^    ■>  prise  le 


1    re'^'''flp 
ong  du  demi-cercle,  deviendra  de  la  forme  zh  /-  |     — ~^    '  Z  étant 

le  même  polynôme  que  tout  à  l'heure. 

Le  dénominateur  sjL  ne  change  pas  de  signe  pendant  que  z  va- 
rie de  I  —  /■  à  I  H-  /■  ou  que  p  varie  de  ::  à  o.  Son  signe  sera  -|- 
si  l'on  suppose,  comme  nous  pouvons  le  faire,  que  l'autre  facteur 
J  i  —  z  soit  parti  de  O  avec  la  valeur  -i-  i.  Dans  ce  cas,  pour  p  =z- , 

\Ji  —  z  =:  \l —  re^P  ::-=  ri:  \Jr  (  i  cos sin  -  |  doit  être  réel  et  po- 
sitif, ce  qui  exige  que  l'on  prenne  le  radical  avec  le  signe  — .  Dès 


lors, 


\/ 1  ^  ,3  =  —  sj r  [  i  cos sin  - 


prendra,  pour  z^^i-r-i'  ou  p^=o,   la  valeur  —  i  y//-,  c'est-à-dire 
une   valeur  imaginaire  négative    de   la   forme  — ih-.   Le  radical 

R(^)  sera  donc  aussi  de  la  même  forme  entre  --  i  et  -h  -,  et,  par 

suite,  ■ — ^-  sera  dans  cet  intervalle  de  la  forme  H- îA-.  Il  en  sera  donc 
de  même  de  l'intégrale 

J.    .   lÛTi' 


I  \  r  i:(i  it  \  i.i:    i;i,i.i  l' rioi  i:.  1 1 1 

qui  leiid,  codinie  il  est  l'acilc  de  le  voir,  vers  une  limiti;  linie.  jNous 
désignerons  eelle  liniile  jtar  (') 


./. 


K{z) 


Donc  la  valeur  de  l'inlégrale  sur  la  partie  reclilignc   du  contour 

(-h'-j  sera  (2) 


f 


K^  =  '^-*- 


en 


Si  l'on  achève  de  parcourir  le  contour  élémentaire    (  +  -) 

revenant  en  O  par  le  même  chemin  lectiligne,  c'est-à-dire  en 
évitant  -+- 1  au  moyen  d'un  demi-cercle  supcrieiu',  on  verra  qu'ici 
encore    l'intégrale    circulaire   sera   nulle    et  la  seconde   intégrale 

rectiligne  /  sera  égale  à  la  première.  Donc  l'intégrale  relative 
au  contour  élément 


taire  [  -h  y  j  a  pour  valeur  (=*  ) 


/ 


-f--l  )  =2K  +  o.,K'. 


(')  Si  l'on  pose  A'- =  i  —A-  et  s' =  r,.-,.»  l'intégrale     /  ,  deviendra 

\~  h-z  ■  J,      K( 


rfz 

î(7) 


J,,     \J  i — z"- d i  —  k'- :■'- 


\li—z'-\l 

K'  étant  ce  que  devient  K  lorsqu'on  remplace  k  par  A'. 

('  )  Si  l'on  avait  évité  le  point  -t-  i  au  moyen  d'un  demi-cercle  situé  au-dessous  de  Taxe 
O^,  on  aurait  eu  pour  l'intégrale  semi-circulaire  une  valeur  de  sens  contraire;  Z  au- 

rait  été  de  la  forme  -t- tir  entre  -+- i  et  -r- 7 >  et    /       aurait   eu    pour    valeur   —iK', 
<i  où    /       — -  K  —  i\\' , 

t/Q 

(')  Si  l'on  avait  suivi  les  deux  fois  le  demi-cercle  inférieur,  on  aurait  trouvé  Cfllc 
intégrale  ^  2K  —  2  t'K'. 
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Le  contoui'  élémcnlairc  ( — y  ]  clanL  sjmclriqiie  du  conlour 
j\  par  rapport  à  l'origine,  M — y  j  sera  égale  et  de  signe 
Lraire  à    /  (  ^    7  )  '  cl,  par  suite,  sa  valeur  sera  —  alv- —  2i¥J. 


h 
con 


1264.   Supposons  actuellement  que  s,  parlant  du  point  O,  suive 
Taxe  des  x  positifs,  en  passant  au-dessus  des  deux  points  de  ra- 

inification  -i-  i  et  ~  y^  jusqu'à  une  distance  infiniment  grande  r; 

puis,  (pi'il  décrive  aulour  de  O  un  quart  de  cercle  de  rayon  r,  jus- 
(pi'à  la  rencontre  avec  l'axe  des  j  au  ])oint  z  :^  ir;  et  enfin  qu'il 
revienne  en  O  en  suivant  l'axe  des  )'.  Le  contour  suivi  ne  rcnlcr- 
inant  dans  son  intérieur  aucun  point  critique,  l'intégrale  prise  le 
long  de  ce  conlour  devra  être  nulle. 

Or,  de  O  à  -5  l'intégrale  est  égale  à  K  H-  zK'.   De  -  à  la  valeur 

jgrale   dilT 


infiniment    grande  r,   l'intégrale   différera   infiniment   peu   de    sa 
limite 


k 


qui  est  finie  cl  réelle,  le  produit  (1  —  -^)('- — A^^-)  élant  positif 
j)0ur  z^-->c\.  dont  nous  désignerons  provisoirement  la  valeur 

par  G. 

Le  long  du  quart  de  cercle,  R(^)  sera  de  la  forme 


V  ( I  —  r-  e-'i' )  (  I  —  /-^ r- e"''' )  =  r- c-"'  y '  (  1  —  r— ' e  -^'Z' )  ( /-  —  r-'^ c^^'i' ) 

=  /,tV-'>(i  -\-S), 

d  étant  infiniment  petit  pourr  infiniment  grand;  par  suite, 

r  r/-  _  I    r"c-'i'ifii> 

jRjJi-FxJ^^   7q:T 

s'annule  pour  x  =^  y:>  .  Donc  l'intégrale  arrivera  au  point  -j-  /r,  sur 


iNTi;(;  a  \  M-   n:  i,  i.i  i-ckil  i;.  ii'j 

Taxe  tics  j  ,  avec  la  valeur 

K  +  aC'-f-G. 

L'expression  prccédenlc  du  radical,  Ai- r'-'/'(i  -h  o^,  nionLref[uc, 

lorsque  p  croît  de  -?  le  radical  est  multiplié  par  e''  =  —  i,  cl  par 

suilc  il  change  de  signe.  Comme  il  part  de  O  suivant  Taxe  des  j 
avec  le  signe  -f-  et  qu'il  est  réel  le  long  de  cet  axe,  il  devra  être 
négatif  pour  z  =  l'infini  réel;  donc  G  est  négatif". 
De  iï  à  O,  l'intégrale  croîtra  de  la  quantité 


idy 


V^(n-j^)(l4-/cV) 


dont  la  valeur  sera  de  la  forme  —  ill,  II  étant  l'éel  et  posilii". 

Donc  l'intégrale  prise  le  long  du  contour  fermé  tout  entier  sera 

K-f-ae+G  — /H, 

et,  cette  intégrale  devant  être  nulle,  on  en  conclura  les  valeurs  de 
G  et  de  H,  savoir  (  '  j 


-r^ 


Jo      ^['J-}        Jo      V'(ï-+-J')(' 


=  K'. 


1265.  Désignons,  pour  abréger,  par 

y-i  =  2K,     /..y  =  2 K  -+-2 iK' 

les  intégrales  correspondantes  aux  contours  élémentaires  (-f- 1)  et 
(-i---j5  ce  dernier  avant  été  choisi,  comme  nous  l'avons  dit,  de 
manière  à  passer  au-dessus  de  +  i  ;  les  intégrales  relatives  aux 
contours   ( — i)  et  (  —  -j)   symétriques  des  premiers  par  rapport 


(  '  )  On  obtiendrait  directement  les  valeurs  de  ces  deux  intégrales  en  posant,  dans  G, 

I                                       x' 
=  -; — ,■)  et  dans  H,  r  = ;  • 

H. —  Cours  de  Cale,  iiifin.,  IV.  O 
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à  O,  sei'ont  — Z)  et  • —  y.^,  la  fonction  l\{z)  étant  supposée,  pour 
chacune  de  ces  intégrales,  partir  de  O  avec  la  valeur  -h  i. 
En  désignant  toujours  par 

/•■-  d, 

l'intégrale  reclilignc  allant  au  point  z,  l'intégrale  prise  le  long 
d'un  chemin  entourant  une  seule  fois  le  point  + 1  sera  égale 
[1255]  à 

•/.,  —  u. 

Si  l'on  fait  deux  fois  le  tour  de  (+  i),  l'intégrale  sera 

/-i  —    /.,  —  Il  ^^=  II- 

En  général,  si  l'on  fait  m  fois  de  suite  le  tour  de  (-|-  i),  l'intégrale 
sera 

i'- -;-■)"■  (;/■■- 

Si  l'on  fait  une  fois  le  tour  de  (-hi).  puis  une  fois  le  tour  de 

( — i),  l'intégrale  deviendra 

?. •/.,  -+-  u. 

Si  l'on  répète  ni  fois  le  parcours  alternatif  des  deux  contours  élé- 
mentaires, l'intégrale  sera 

-\-  ini/.^  -+-  u      ou      —  2/«/.|  -f-  //, 

suivant  que  Ton  aura  commencé  par  (-1-  i)  ou  par  { —  i). 

Si  l'on  parcourt  alternativement  les  deux  contours,  de  manière 
à  décrire  m  -h  i  fois  le  premier  et  m  fois  le  second,  l'intégrale  sera, 
suivant  que  l'on  aura  commencé  par  !  H-  i)  ou  par  ( —  i). 


im  -\-  i  /., 


On  aura  des  résultats  analogues  pour  les  contours  (  dz  -  j  • 

On  voit  par  là  que,  si  l'on  parcourt  les  quatre  contours  chacun 
un  nombre  de  fois  suffisant  et  dans  un  ordre  convenable,  on  ob- 
tiendra pour  l'intégrale  résultante  une  valeur  de  la  forme 


n/.r, 


iNri:(.K\M:  i:i, i.i  i- r  ion:.  ii^ 

ou,  t'M  iiK'llaiil  pour  /.,  cl  y.,  Irurs  \alcurs, 

1  2  (  ///  4-  //  '  K  -f-  ?.  ///K'  -f-  { —  1  )  "'^"  Il , 

1)1  et  n  cLanl  des  culicrs  quelconques,  posilil's  ou  ncgalils. 

En  particulier,  l'intégrale  rectlligne  u  conservera  son  signe  si 
le  nombre  m -\- n  est  pair.  Si  on  le  représente  [)ar  ap,  l'expres- 
sion générale  [\)  deviendra 

(  2  )  4  y-  i"v-  +  2  ///K'  +  // . 

Donc,  si  l'on  arrive  au  point  ~  après  avoir  parcouru  une  ligne  en- 
iouranl  (ihernativemeiii  2 y.  —  n  fois  chacun  des  deux  points  -H  i 

cl  —  I ,  puis  Ji  fois  ciiacun  des  deux  points  -|-  -  et  —  -)  l'intégrale 

A'  n 

obtenue  sera  égale  à  l'intégrale  rectiligne  augmentée  de 

4y-K  H-  2/?/Iv', 
i^j.  —  n  et  n  étant  des  nombres  positifs  ou  négatifs,  suivant  que  les 
parcours   commencent  par   les    chemins   (-i-i)   ou   ( — i),  (  +  7) 

Donc  a  un  même  point  z  correspondent  des  valeurs  en  nombre 

infini  de  l'intégrale  1      '^    -,  différant  entre  elles  par  des  multiples 

quelconques  de  41^  et  de  atK.'.  Ces  deux  (juantités  constantes  sont 

dites  les  périodes  de  l'intégrale   /  -    "    >  et  cette  intéi;rale  est  dite 
doublement  pé/uudu/ne. 

1266.  On  peut  doinier  de  cette  doui)le  [)ériodicilé  une  repré- 
sentation géométrique  très-simple. 

Supposons  le  plan  partagé  en  bandes  verticales  de  largeur  ^K 
par  des  parallèles  à  0>  tracées  symétriquement  de  part  et  d'autre 
de  cet  axe,  et  en  même  tcni])s  partagé  en  bandes  horizontales  de 
largeur  2K'  par  des  parallèles  à  Ox  tracées  symétriquement  de  j)art 
et  d'autre  de  cet  axe.  De  cette  manière,  le  plan  sera  divisé  en  rec- 
tangles égaux,  dont  l'un  aura  pour  centre  l'origine,  et  dont  les 
dimensions  seront  4  K.  et  2  k'. 

8. 
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La  formule  (2)  du  numéro  précédent  nous  montre  qu'à  une 
même  valeur  de  z  correspondent  une  infinité  de  valeurs  de  il  diffé- 
rant entre  elles  de  multiples  quelconques  de  4^-,  et  situées  par 
conséquent  sur  une  même  parallèle  à  Ox,  de  manière  qu'il  s'en 
trouve  une,  et  une  seule,  dans  chacune  des  bandes  verticales. 

Elle  nous  montre  aussi  qu'à  une  même  valeur  de  z  correspondent 
une  infinité  de  valeurs  de  u  différant  entre  elles  de  multiples 
quelconques  de  21 K',  et  par  conséquent  rangées  à  la  distance  2K' 
les  unes  des  autres  sur  une  même  parallèle  à  Oj  ,  de  manière  qu'il 
s'en  trouve  une,  et  une  seule,  dans  chacune  des  bandes  horizontales. 

Donc  dans  chaque  rectangle  de  base  4^^  et  de  hauteur  2  K'  se 
trouve  une  des  valeurs  de  u  données  par  la  formule  (2),  et  une 
seule. 

Si  l'on  suppose  maintenant,  dans  la  formule  (i),  que  m  -i-  n  soit 
impair  et  égal  à  2^.-1-1,  à  la  même  valeur  de  z  correspondront 
toutes  les  valeurs  de  l'intégrale  données  par  la  formule 

(  3 )  4y-I^  -t-  ^- nilsl  -h  2 K  —  «, 

et  l'on  verra  de  même  que  dans  chacun  des  rectangles  précédents 
se  trouvera  une  des  valeurs  de  l'intégrale  données  parla  formule  (3), 
et  une  seule. 

Donc  dans  chacun  des  rectangles  en  (jucstion  se  trouvent  deux 
valeurs  de  u  correspondantes  à  une  valeur  de  z  quelconque,  el 
comprises  dans  la  formule  (i).  JNous  verrons  plus  tard  que  ce  sont 
les  seules. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  que  les  deux,  valeurs  de  a  contenues 
dans  chaque  rectangle  sont  situées  symétriquement  par  rapport  au 
centre  du  rectangle,  la  position  de  ce  centre  étant  déterminée  par 
l'expression  (4p-  +  2)K-|-  (2/z  -|-  i)  i'K'. 

Remarquons  que  l'on  arriverait  à  la  même  représentation  en 
supposant  que  l'origine  O,  au  lieu  d'occuper  le  centre  d'un  rec- 
tangle, en  occupe  un  des  sommets.  Dans  ce  cas,  les  valeurs  repré- 
sentées par  les  formules  (2)  et  (3)  seraient  respectivement  symé- 
triques, non  plus  par  rapport  aux  centres  des  rectangles,  mais  par 
rapport  à  leurs  soniiiiets. 
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§  ÏV. 

DES    FONCTIOIVS    IKAEnSES    DES    IINTÉGRVI.ES    MULTIFOnMES. 

12G7.  En  considcranl,  dans  les  deux  paragraphes  [)récédents,  les 
intégrales  dont  les  difTérentielles  ont  des  points  critiques  situés  à 
une  distance  finie  de  l'origine,  nous  avons  vu  ([ue  la  valeur  de  ces 
intégrales  ne  dépend  pas  seulement  de  la  limite  supérieure  z  de 
l'intégration,  mais  encore  du  chemin  parcouru  pour  arriver  à  celte 
limite.  Nous  avons  vu,  de  plus,  que  les  différentes  déterminations 
de  l'intégrale  qui  correspondent  à  la  même  limite  ~  sont  égales  à 
la  valeur  roctiligne  combinée  par  addition  ou  soustraction  avec 
des  multiples  quelconques  des  intégrales  prises  le  long  des  divers 
(contours  élémentaires  qui  entourent  les  points  critiques  de  la  dil- 
férentielle,  intégrales  que  nous  avons  appelées  les  périodes  de 
l'intégrale  proposée. 

Il  s'agit  actuellement  d'étudier  les  propi-iétés  de  la  limite  supé- 
rieure z,  considérée  à  son  tour  comme  fonction  de  l'intégrale  u. 
Dans  les  exemples  qui  nous  ont  déjà  occupés,  nous  verrons  que 
celte  fonction  z^=^^[u)  est  non-seulement  une  fonction  pcrio- 
di(/ue  de  11,  c'est-à-dire  une  fonction  reprenant  la  même  valeur 
lorsqu'on  augmente  son  argument  u  de  multiples  quelconques  des 

diverses  périodes  de  l'intégrale  11=1    j\z)dz,  mais  qu'elle  sera, 

en  outre,  une  fonction  inonogène  et  aniforine  de  u  lorsqu'on  fera 

varier  u  dans  toute  l'étendue  du  plan. 

La  monogénéité  de  la  fonction  3  =  t^(«)  résulte  immédiatement 

I  -Il  1 ,  •    ,     1 ,  .    ,     dz  I  - 

do  ce  qu  elle  a  une  dérivée  déterminée,  -—  =  -tt— 75  pour  toute  valeur 

i  du        y.^l    i 

de  ^,  et  par  suite  pour  toute  valeur  possible  de  u. 

Il  suffira,  pour  élal)lir  son  uniformité,  de  constater  (pie  les 
diverses  valeurs  de  la  fonction  directe  «,  correspondantes  à  toutes 
les  valeurs  de  s,  remplissent  toute  l'étendue  du  plan  et  la  rem- 
[)lissent  une  seule  fois,  sans  laisser  de  vides  et  sans  que  des  valeurs 
correspondantes  à  des  valeurs  de  z  différentes  puissent  se  super- 
poser. 

Enfin,    nous  n'aurons  besoin  de  faire  cet  examen  que  pour  les 
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seules  valeurs  de  u  correspondantes  aux  divers  chemins  recti lignes 
de  z,  et  de  montrer  que  ces  valeurs  remplissent  complètement  et 
une  seule  fois  une  certaine  étendue  du  plan,  laquelle  se  répétera 
indéfiniment  et  sans  superposition  ni  lacunes,  de  manière  à  couvrir 
toute  retendue  du  plan,  lorsqu'on  augmentera  toutes  les  valeurs 
de  u  qu'elle  contient  de  multiples  quelconques  des  périodes  de 
cette  intégrale. 

"1268.  Soit  une  fonction  y  (z)  admettant  pour  période  la  con- 
stante A,  c'est-à-dire  telle  que  Ion  ail,  quel  que  soit  le  nombre 
entier  //z, 

(r)  /[z+mA]=f{z). 

Si  l'on  partage  le  plan  en  bandes  par  des  droites  parallèles,  repré- 
sentées par  l'équation 

s  =  H  -i-  w  A, 

où  l'entier  ///.  prend  toutes  les  valeurs  possibles,  alors  à  chaque 
système  de  valeurs  de /(z)  relatif  à  un  ensemble  de  points  situé 
dans  une  quelconque  de  ces  bandes  correspondra  dans  chacune 
des  autres  bandes  un  système  identique  de  valeurs  relatif  à  un 
second  ensemble  de  points  superposable  au  premier. 

On  pourra  toujours  supposer  que  la  relation  (i)  n'ait  lieu  que 
pour  des  valeurs  entières  de  m;  car,  si  elle  était  vérifiée,  quel  que 

fut  l'entier  J7i.  par  des  valeurs  de  la  forme  z  -^ A,  on  remplacerait 

'j. 

A  . 

la  période  A  par  A'=  —■,  et  la  relation  reprendrait  alors  la  forme  (i). 

Une  fonction  est  doublement  péiiodic/ue  lorsqu'il  existe  deux 
constantes  A,  B  telles  que  l'on  ait,  quels  que  soient  les  entiers  m, 
n,  la  relation 

(2)  f^^^,nA-^n-B]=f[z). 

On  voit,  comme  tout  à  l'heure,  que,  si  l'on  mène  toutes  les  droites 
représentées  par  l'équation 

z  =  Il  -\-  m  A. -j-  «B, 
ces  droites   partageront  le  plan  tout  entier  en  parallélogrammes 


iwKusiox   i)i:s    iNTKc;  Il  M.ns    m  i  i.n  r(ni.\r  i:s.  ir;) 

ayant  leurs  côtés  éj^aux.  on  grandeur  <■{  en  diirclion  aux  droites  (jui 
représenlenl  les  périodes  A,  13,  et  dans  chacun  desquels  les  nièrues 
séries  de  valeurs  dcy(r:)  se  reproduisent  avec  une  <lis|ir)siiion 
identique. 

Nous  donnerons,  pour  abréger,  à  ces  bandes  ou  à  ces  parallélo- 
grammes, relatifs  à  la  périodicité  simple  ou  double,  le  nom  (ïaires 
élérncnl  aires. 

l!269.  Une  ("onction  sinqjlement  ou  doublement  périodique,  (jui 
est  uniforme  et  continue  dans  cbaque  aire  élémentaire,  admet  au 
moins  un  iniîni  dans  lintérieur  de  cette  aire;  car,  si  elle  restait 
finie  dans  toute  cette  aire,  elle  le  serait  aussi  dans  tout  le  plan, 
jusqu'à  l'infini  inclusivement.  Donc  [1137]  cette  fonction  se  rédui- 
rait alors  à  une  constante. 

La  fonctiony(z)  étant  uniforme  et  continue,  sa  valeur  réciproque 

-^ — ^  le  sera  aussi,  et,  par  suite,  devra  admettre  aussi  un  infini.  Donc 

la  fonctiony(s)  devra  admettre  au  moins  un  zéro  danscliaqiu;  aire 
élémentaire. 

Donc,  si  une  JoncLion  siinjdenient  ou  doublement  pc/iodif/ue, 
uniforme  et  continue,  ne  devient  ni  nulle  ni  injinie  dans  une  aire 
élémentaire  quelconque,  cette  fonction  se  réduira  à  une  constante. 

1270.  I.  Commençons  par  Tétude  de  la  fonction  inverse  de  lin- 
téerrale 


-i: 


et  considérons  dabord  les  valeurs  de  u  correspondantes  à  toutes 
les  valeurs  réelles  de  z. 

Nous  avons  vu  [1256]  que  le  point  critique  z  =  o  de  la  diffé- 
rentielle est  un  point  de  ramification  de  l'intégrale  «,  et  que  la 
période  de  cette  intégrale  est  Tlntégrale  prise  le  long  du  contour 
élémentaire  partant  du  point  initial  -h  i  et  entourant  z  =^o,  inté- 
grale dont  la  valeur  est  lir. . 

Si  l'on  fait  varier  z  sur  l'axe  des  x  positifs  depuis  une  \aleur 
infiniment  petite  jusqu'à  une  valeur  infiniment  grande,  il  est  aisé 
de  voir  que  l'intégrale  rectiligne  u  prendra  toutes  les  valeurs  réelles 
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depuis  — 03  à  +00.  En  effet,  si  l'on  fait  varier  z  en  progression 
géométrique,  «  variera  en  progression  arithmétique  ;  car  il  résulte 
du  théorème  d'addition  démontré  au  n"  827  que  l'on  a,  en  posant 

«  =  F(s), 

Or  F(s)  est  positif  ou  négatif,  suivant  que  z  est  ^  ou  <[  i  ;  donc, 
si  n  croît  jusqu'à  l'infini,  2"  variera  de  i  à  H- oo  ou  de  i  à  o,  tan- 
dis que  F(z")  variera  de  o  à  ±  co  ,  et  réciproquement. 

La  fonction  iL=r.  F(2)  croîtra  donc  toujours  d'une  manière  con- 
tinue, et  remplira  complètement  et  une  seule  J ois  l'axe  des  abscisses 
réelles  dans  le  plan  des  u,  lorsque  avariera  de  o  à  -H  ce  .  Donc,  réci- 
proquement, z=^^i^u)  sera  une  fonction  uniforme  et  continue  de  u 
pour  toutes  les  valeurs  de  cette  variable  de  — co  à  +  00  .  Autre- 
ment dit,  tandis  que  le  point  u  décrira  d'une  manière  continue 
l'axe  O.r  de  — 00  à  -i- oo  ,  3  =  '|(u)  décrira  d'une  manière  con- 
tinue l'axe  des  x  positifs. 

lâTI.  Faisons  maintenant  décrire  à  s;  le  chemin  rectiligne  par- 
tant dc-f-  I  et  comprenant  l'axe  des  x  négatifs.  Ce  chemin  passant 
par  le  point  critique  s  =  o,  nous  éviterons  ce  point  au  moyen  d'un 
demi-cercle  décrit  du  centre  O  et  situé,  par  exemple,  au-dessus 

de  Ox.  En  posant 

z  =  re'i', 

XZ       7 
—  )  pour  z  négatif  et  =  —  z\  se  composera  d'abord 

de  l'intégrale 

X't-"-'- 

puis  de  l'intégrale  semi-circulaire 


.( 


'^  re'i'idp 
r,-<l> 


iNVCKSioN  m    r.or.  vniTii mi:. 
et  cn(in  de  rinU-^nilc 

'  dz         .     ■.., 

-         -Y[y 


r- 


lia  rcuiiissant  ces  trois  parties,  on  trouve,  pour  la  valeur  reelilignc 
(le  rinléi;rale  correspondante  à  la  valeur  réelle  et  négative  z  =  —  s', 


Ainsi,  à  toutes  les  valeurs  complexes  de  u  comprises  dans  la  for- 
mule 7'7î-t-»oi  "o  variant  de — ^  ce  à  -4- ce  ,  correspondent  toutes 
les  valeurs  réelles  et  négatives  de  z.-t^i^^h),  depuis  o  jusqu'à  —  a?  . 
En  d'autres  termes,  le  point  z  décrira  l'axe  des  x  Jiégatifs,  tandis 
([ue  u  décrira,  de  — oo  à  ~j- ce  ,  une  parallèle  à  Ox,  située  à  la 
distance  -f-r  de  cet  axe. 

1272.  Faisons  maintenant  décrire  à  z  une  droite  2:=  i  -f-re'^. 
parlant  du  point  initial  s  =  H-  i  de  l'intégrale,  et  faisant  avec  Ox 
l'angle  constant  p.  On  aura  alors,  pour  l'intégrale  prise  suivant 
cette  droite, 


_    r'(l:._     r''    e'i>dr 
"~J,     '^~Jo    î^"^^ 


Cherchons  la  forme  de  la  courbe  décrite  par  cette  intégrale,  lors- 
que /'  varie  de  o  à  ce  . 

La  tangente  à  la  courbe  u  fait  avec  Ox  un  angle  égal  à  l'argu- 
ment de  la  différentielle 

du  = —  dr. 

I  -+-  re'i' 

Cet  argument  est  égal  à  l'argument /;  du  numérateur,  moins  l'argu- 
ment du  dénominateur  i  -\-re'P.  Ce  dénominateur  est  rej)résenté 
par  la  droite  OM  =  O  i  -f-  i  M  {fig-  98  ) ,  et  son  argument  par  l'angle 
I  OM  :  et  il  est  facile  de  voir  que,  tandis  que  M  se  déplace  depuis  le 
|)oint  I  jusqu'à  l'infini  sur  la  droite  donnée,  OM  passe  de  la  direc- 


(')  On  aurait  trouvé  F(s')=:  —  iiz  si  l'on  avait  tracé  le  demi-cercle  au-dessous 
.le  Or. 
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lioM  Oa:  à  une  direction  parallèle  à  iM.  Donc   l'argument  de  du 

Fig.  98. 


varie  depuis  p  —  o  ou  p  jusqu'à  p  —  /;  ou  zéro,  et  par  suite  la  tan- 
gente à  la  courbe  u  est,  au  départ,  parallèle  à  i  Al,  et,  quand  le 
point  s'éloigne  à  l'infini,  elle  tend  à  devenir  parallèle  à  Ox. 

Dans  l'intervalle  entre/'  =tr  o  et  /•  =  H-  00  ,  l'angle  xOM  croissant 
constamment,  p  —  xOM  diminue,  d'où  il  résulte  ([ue  la  direction 
de  la  tangente  à  la  courbe  /t  vaen  se  rapprocliant  de  la  direction  O.f 
et  que  la  courbe  tourne  constamment  sa  concavité  vers  l'axe  O.r. 

Si  Ton  considère  le  prolongement  de  la  droite  correspondant 
aux  valeurs  négatives  de  /•,  l'angle  i  OAl  prendra  des  valeurs  néga- 
tives en  variant  de  o  À  p — ir.  L'argument  du  numérateur  étant 
p- —  7ï,  puisque  /•  est  négatif,  l'argument  de  du  variera  donc  depuis/^ 
jusqu'à  zéro,  et  l'on  voit  que  la  tangente  à  la  branche  correspon- 
dante de  la  courbe  u  tend  à  devenir  parallèle  à  l'axe  des  x  positifs. 

Remarquons  maintenant  que,  si  l'on  substitue  au  chemin  recli- 
ligne  iz  le  chemin  formé  par  la  portion  ix  ^  r  prise  sur  l'axe 
des  X  et  par  l'arc  de  cercle  xz^  décrit  du  centre  i  avec  le  rayon  /• 
entre  l'axe  Ox  et  la  droite  iz,  l'intervalle  entre  les  deux  chemins 
ne  contenant  aucun  point  critique,  l'intégrale  ne  changera  pas  de 
valeur.  On  aura  donc 


arc.r  IM 


■e'i> 


(')  Au  lieu  de  considérei-  r  comme  variant  négativement,  on  aurait  pu  remarquer 
que,  l'intégrale  u  ne  changeant  pas  quand  on  change  r  en  —  r  et  />  en  tt  —  Pt  tout  se 
passe  symétriquement  de  part  et  d'autre  de  Ox,  de  sorte  que  l'on  jieut  se  contenter 
d'étudier  ce  qui  se  passe  au-dessus  de  cet  axe. 


INVERSION    m     i.ot;  V  miii  M  !•:.  r^ï 

La  premirrc  de  ces  deux  inlégraics  esl  icello  et  Viiric,  pour  /■ 
posilil",  de  o  à  -H  co  .  La  seconde  inléyrale,  qui  peut  s'éciiic  suus 
la  forme 


a,  pour  /•  infini,  la  valeur  ip.  De  là  il  est  facile  de  conclure  f[ue  la 
distance  du  point  ii  à  Taxe  réel  a  pour  limite  la  valeur  /j.  Donc  la 
courbe  ii  a  une  asymptote  parallèle  à  Ox,  à  la  distance  -h  p  de  cet 
axe.  On  verrait  de  même  (pi'elle  a  une  seconde  asymptote  aussi 
parallèle  à  O.r  et  située  (lu-dcssoiis  de  Ox,  à  la  distance  —  (  ~  —  /> ) . 
La  courbe  ii.  est  donc  com[)rise  tout  entière  entre  deux  parallèles 
à  Ox,  à  la  dislance  t:  l'une  de;  l'autre. 

Lorsque  p  varie  depuis  o  jusqu'à  tt,  l'asymptote  supérieure  va- 
riera depuis  l'axe  des  .r  jusqu'à  la  distance  r  au-dessus  de  cet  axe, 
et  l'asymptote  inférieure  depuis  la  distance  —  tt  au-dessous  de  Ox 
jusqu'à  l'axe  Ojt;  lui-même.  Donc  toutes  les  courbes  u  seront  com- 
prises dans  une  bande  de  largeur  2  7r,  dont  la  ligne  médiane 
est  Or. 

Si  Ion  suppose  maintenant  la  limite  supérieure  r  =  i,  l'inté- 
i^rale  u  deviendra 

f^     dr  CI' c' l'A  dp 

(pie  l'on  trouve  aisément  égale  à 

log  (  I  +  cas/?  )  H 

Si  l'angle />  est  obtus,  la  partie  réelle  devient  négative;  si  p  tend 
vers  la  valeur  ::,  la  partie  réelle  tend  vers  — oo  ,  la  partie  imagi- 
naire restant  finie.  Donc,  pour  p  infiniment  voisin  de  tt,  la  courbe 
sera  toujours  comprise  entre  l'axe  Ox  et  la  droite  qui  joint  l'ori- 
gine avec   le   point  — co  H — --i  de  sorte  que,   pour  une  abscisse 

négative  finie,  sa  branche  inférieure  tend  à  se  confondre  avec  l'axe 
des  X  négatifs.  A  partir  de  l'abscisse  négative  maximum,  la  courbe 
revient  dans  le  sens  des  x  croissants  et  s'approche  indéfiniment 
de  son  asymptote.  Pour  p  aigu,  on  a  un  système  de  courbes  disposé 
symétriquement  au  précédent  par  rapport  à  l'axe  des  x. 
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1273.  Si  rori  fait  varier/;  d'une  manière  continue,  il  csl  aisé  de 
voir  que  les  courbes  a  varieront  d'une  manière  continue  et  ne  se 
couperont  pas. 

En  effet,  si  nous  donnons  à  p  un  accroissement  infiniment  petit 
et  positif  (^/>,  le  z,  pour  la  même  valeur  de  /■,  prendra  un  accroisse- 
ment dz  de  direction  perpendiculaire  à  la  droite  i  -,  et  l'inté- 
grale /  —  croîtra  de  du  =    ">  dont  l'ai'gument  est  égal  à  celui  de  cJu 

augmenté  de  '-■>  et  dont  le  module  a  une  valeur  infiniment  petite 

et  différente  de  zéro  en  même  temps  que  la  valeur  de  dp.  Donc  la 
distance  des  deux  courbes  u  et  u  +  du  est  infiniment  petite  avec  dp, 
et,  comme  elle  est  comptée  sur  une  perpendiculaire  à  ces  courbes 
dirigée  du  côté  de  la  convexité  de  la  courbe  u,  les  deux  courbes 
ne  peuvent  se  rencontrer. 

Il  résulte  de  là  que  l'ensemble  des  courbes  u  remplit  complè- 
tement et  une  seule  fois  toute  la  portion  de  plan  comprise  dans 
la  !  ande  de  largeur  ir.  qui  s'étend  symétriquement  de  part  et 
d'autre  de  l'axe  Ox. 

Donc,  dans  l'intérieur  de  cette  bande,  il  passe,  par  un  point 
donné  quelconque  u,  une  courbe  u  et  une  seule,  et,  par  suite,  à 
toute  valeur  de  u  correspond  un  cliemin  l'ectiligne  déterminé  de  la 
variable  z  et  un  point  déterminé  sur  ce  chemin.  Donc  enfin,  dans 
cette  bande,  la  variable  z  est  une  fonction  monogène,  uniforme  et 
continue  de  la  variable  u. 

En  ayant  égard  à  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  paragraphe  pré- 
cédent sur  la  périodicité  de  l'intégrale  /  -->  les  mêmes  valeurs  de 

cette  intégrale  se  reproduisant  d'une  manière  identique  dans  cha- 
cune des  bandes  de  largeur  2  7r  dans  lesquelles  le  plan  peut  être 
divisé,  on  en  conclura  que  la  fonction  z  de  la  variable  u  est  synec- 
lique  dans  toute  l'étendue  du  plan  et,  de  plus,  qu'elle  est  une 
fonction  périodique  dont  la  période  est  2i7r,  c'est-à-dire  que  l'on 
a,  quel  que  soit  l'entier  n, 

z:=  ■b[u]=^-'j[u  -+-  in'tT.] 

ou,  comme  on  l'écrit  habituellement, 

3  —  e"  =  e"+-"'". 
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Cette  intégrale  a,  comme  )ious  l'avons  mi,  deux  |)oinl.s  erili(|iies. 
-h  i  et  —  /,  à  cliacun  desquels  correspond  la  période  ±7:.  Si  donc 
on  partage  le  plan  en  bandes  parallèles  à  l'axe  des  j  et  de  lar- 
geur égale  à  tt,  les  valeurs  de  l'intégrale  correspondantes  à  toutes 
les  valeurs  de  z  se  reproduiront  identiquement  de  la  même  manière 
dans  chacune  de  ces  bandes.  Il  suffit  donc  d'étudier  la  relation 
entre  z  et  ii  pour  une  seule  bande,  celle,  par  exemple,  qui  contient 
les  valeurs  de  u  correspondantes  à  tous  les  chemins  rectilignes 
partant  de  la  limite  inférieure  zéro  de  l'intégrale. 

Considérons  d'abord  les  chemins  rectilignes  qui  coïncident  avec 
les  axes  coordonnés.  Si  z  varie,  sur  l'axe  Ox,  de  — 00  à  H- x  , 
l'intégrale  u  variera  de  — 00  à  une  certaine  valeur  A,  que  nous 
déterminerons  tout  à  l'heure,  prendra  toutes  les  valeurs  comprises 
entre  — A  et  A,  et  remplira  ainsi  toute  la  partie  de  l'axe  Ox  com- 
prise dans  la  bande  de  largeur  2  A  dont  l'origine  occupe  le  centre. 

Si  maintenant  on  fait,  comme  dans  l'exemple  précédent,  par- 
courir à  z  un  quart  de  cercle,  de  centre  O  et  de  ravon  infiniment 
grand  /-,  allant  de  l'axe  Ox  à  l'axe  Oy,  l'intégrale  croîtra  de 


r'     re'i'ldp     _  i     r'--      e-'i'idp 

expression  qui  est  égale  à  linfininient  petit  --,  mulli|)lié  par  une 

intégrale  ayant  pour  limite  |  e^'P idp  =  —  e  '  =  i^  ci  (pii,  par 
suite,  a  pour  limite  zéro.  Donc,  quand  z  arrive  au  point  -{-  izc  , 
l'intégrale  u  a  conservé  la  valeur  -• 

o 

Passons  de  z  =  4-  /oc  à  c  =  o  suivant  l'axe  des  j  ,  et  en  évitant 
seulement  le  point  critique  -{-  /  au  moven  d'un  demi-cercle  tracé 
du  centre  -ht  avec  le  ravon  infinimenl  petit  p.  L'intégrale  j)rise 
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de  -4-  i  ce  à  o  se  décom])osera  en  trois  iiilégralcs 

«H-O 


J     ^     i  +  (/  +  pe'>)^~^  j     ^     1  -  ipc"'' 

2  2 


'/3  »-■  / p 

La  seconde  de  ces  intégrales  a  j)onr  valeur  liinilc ^• 

SI,  dans  la  prinnière,  on  change  j)   en  -•>  Tintégrale  de\ienl 


I  .-I 


et,  en  1  ajoutant  à  la  troisième,  il  vient 

T  I 

r'-^p    dy    _  r'^p  I 


y     dy 


p        -'       ^i--p 

I  H-  Cl 


dy 
nioy 


.-'-X  / 


I  ,  I 

n)()y 


dont  la  limite  est  zéro. 

Donc  on  aura,  à  un  infiniment  petit  près,  en  égalant  à  zéro  l'in- 
tégrale prise  suivant  le  contour  parcouru. 


Ç'^-      d.v 


o, 


ce  qui  donne  la  valeur  de  lintégrale  prise  le  long  de  la  totalité  de 
l'axe  des  x  j)05itils. 


iNvi;iisioN  i)i;  I.  vue- r AMJicNTi:.  17,7 

I /intégrale 

r     '''  ï      1 

I  5  =  inoY        —  X  logo 

./.^,  '--.'■'  •  n-.r 

esl  inlinimcnl  griuido  pour  p  inliniincnl  pclil. 

L'inlégralc  //,  <'l;inl  une  lonclioii  iinj);nre  de  0,  repassera  par  les 
mêmes  valeurs,  au  sii^ne  prrs,  le  long  d'un  conlour  synii'l  ricpic  du 
précédent,  c'est-à-dire  composé  de  l'axe  des  x  négatil's,  d'un  (pmri 
de  cercle  joignant  les  points  —  oc  et  —  700  ,  et  de  l'axe  des  }  lu'- 
gatifs,  oii  l'on  aura  évité  le  jioinl  — i  j)ar  un  demi-cercle  tracé  à 
gauche  de  cet  axe. 

Les  contours  correspondants  aux  deux  autres  quarts  de  cercle  de 
rayon  infini  peuvent  être  remplacés  par  l'un  des  deux  conloin-s 
élémentaires  (-f-i),  (  —  /),  suivi  des  mômes  contours  où  Ton  aura 
évité  les  points  critiques  dans  les  sens  contraires  des  préeédenls, 
c'est-à-dire  de  manière  à  laisser  ces  points  en  dehors  des  contours. 
On  aura  ainsi,  sur  le  contour  correspondant  au  deuxième  quadrant, 
l'intégrale  relative  au  contour  élémentaire  (  -h  /),  qui  est  égale 
à  -h  77,  plus  la  somme 


£ 


d.pc'i'  r  dz 


où  /•  est  infiniment  grand  et  p  infiniment  petit,  et  dont  la  \alour 
sera  encore  nulle. 

On  voit  déjà  que,  si  l'on  donne  à  z  toutes  les  valeurs  réelles 
de  — ce  à  +  00  ,  //  prendra,  et  une  seule  fois,  toutes  les  valeurs 

réelles  de à  -j Si  l'on  donne  à  z  toutes  les  valeurs  ima"i- 

22  ^ 

naires  pures  positives,  z  variant  de  o  à  -+-/ — ip,  l'intégrale  u  varie 

de  o  à   -h  ioo  ;  z  contournant  le  point  -\- i  en  passant  à  droite, 

a  varie  de  4- l'oo  à  +  - — l'oc  ,  et  enfin,   z  variant  de  -h /' h- /p 
2  * 

a  H-  I  oc  ,  «<  varie  de  H /oc  a  H —  • 

2  2 
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Si,  au  contraire,  r.  parcourt  l'axe  des  j^  négatifs,  en  passant  à 
gauche  de  — i,  l'intégrale  prendra  des  valeurs  respectivement 
égales  et  de  signes  contraires  aux  précédentes. 

1275.  Discutons  maintenant  l'intégrale  prise  suivant  le  chemin 
rectiligne  z  =^  rc'P, 


__    r-      dz      _     /"■      e'>  dr 


l'angle  p  étant  d'ahord  supposé  aigu. 

[/argument  de  la  difl'ércntielle  du  est  égal  à  l'argument /j  de  dz^ 
moins  Targunient  du  dénominateur  \'\-z-=:^{z-\-i)[z — i)  =  ON.ON' 
(/'o  •  ^^^1  lequel  est  égal  à  la  somme  des  angles  a: ON,  a.' ON'.  Cette 


l'"'C-   99- 


N.x.*i 


somme  est  nulle  pour  ;^  =  o,  et  par  suite,  au  départ,  la  courbe  a 
est  tangente  à  O^.  Pour  z  croissant,  chacun  des  deux  angles  s'ap 
proche  indéfiniment  de  /^  et,  pour  c  =  co  ,  l'argument  de  a  a  pour 
limite  p  —  2/^  =  —  p.  D'ailleurs,  en  remplaçant  le  chemin  Oz  par 
un  chemin  rectiligne  égal  pris  sur  Ox  et  par  un  arc  de  cercle 
joignant  les  deux  extrémités,  on  verrait,  comme  au  numéro  pré- 
cédent,  que  l'intégrale   circulaire  est  nulle   pour  /■  =  ce  .  Donc, 

quel  que  soit  p  <^  -»  l'intégrale  rectiligne  aura  toujours,  pour 

/■=  GO  , 

la  valeur  +-•  Donc  la  courbe  a,  aux  points  qui  correspondent 
à  7'=  o  et  à  r  =  oo  ,  est  tangente  aux  deux  côtés  d'un  triangle  iso- 
scèle  avant  sa  base,  delongueur-?  située  sur  Ox. 


I  N  V  i;  I»  s  I  ()  N  I)  i:  I,  A  m :  -  r  a  \  <;  i:  n  t  i:  .  \mj 

\)c  plus,  rarf^umont  du  (Iciioiiiinalcur  i  -f-  c-  a  pour  lanf;cntc 

taui^-'./p 


I 

I  -f- 


/■•'cosap 


«i  la  valeur  de  cette   tangente  augmente  continucllcuïent  avec  /•. 
Donc  la  coui'be  u  est  constamment  concave  vers  l'axe  des  x. 

Pour  /•  =  I ,  l'intégrale,  dont  nous  avons  donné  la  valeur  géné- 
rale au  n"  373,  a  pour  valeur 

77  /  1   -I-  sill/; 


4     4    *  ^  —  ^'"/^ 

I.a  partie  imaginaire  de  cette  valeur  devient  infiniment  grande 

|)()ur /;  infiniment  voisin  de  -?  d'où  l'on  conclut  que  la  courl)e  ti 

s'approche  indéfiniment  de  ses  tangentes  et  s'éloigne  à  Tinfini  de 
l'axe  des  .r. 

On  verrait,  comme  au  n*^  1273,  que  les  courbes  u  ne  se  ren- 
contrent pas  et  qu'elles  varient  d'une  manière  continue  en  même 
temps  que  p.  Donc  elles  passent  par  tous  les  états  intermédiaires, 
depuis  la  base  commune  des  triangles  isosccles,  qui  correspond 
à  /?  =  o,  jusqu'à  une  courbe  s'élevant  à  l'infini  et  se  confondant,  à 
distance  finie,  avec  l'axe  desj-^et  une  parallèle  à  cet  axe  menée  à  la 

dislance  -•  Donc  les  courbes  u  correspondantes  aux  chemins  rcc- 
2  ^ 

tilignes  compris  dans  le  premier  quadrant  remplissent  complète- 
ment et  une  seule  Jais  la  portion  de  la  bande  de  largeur  tt  com- 
prise dans  ce  quadrant. 

On  trouverait  de  la  même  manière  que  les  courbes  u  correspon- 
dantes aux  chemins  rectilignes  compris  dans  les  trois  autres  qua- 
drants remplissent  aussi  complètement  et  une  seule  J'ois  les  trois 
autres  parties  de  la  bande  en  question.  On  le  reconnaît  immédia- 
tement par  la  svmétrie  des  valeurs  obtenues. 

Donc  z  est  une  fonction  de  u  syneclique  dans  toute  l'étendue  du 
plan.  De  plus,  cette  fonction  est  pério(Hquc,  et  sa  période  est  égale 
à  t;.  En  désignant  cette  fonclioi;  par  tani;  //,  j)ar  analogie  ttvec  le  cas 
de  u  réel,  on  aura,  quel  que  soitrcnlier  k, 

tang  u  =  tang  [  «  +  /  -  ) . 
H   —  Cours  de  Cale,  iiifinit.,  IV.  9 
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En  combinant  les  résiiUals  précédents  avec  le  théorème  d'addi- 
tion [827,  11],  on  en  déduirait  aisément  toutes  les  propriétés  de 
la  fonction  tang:::. 

1276.  III.  Nous  avons  vu  [1261]  que  l'intégrale 

r^       dz 

U  =    /        -^ z^r 

a  pour  période  2  7:  et  que  dans  chaque  bande  verticale  de  lar- 
geur 2  7r  se  trouvent  deux  valeurs  de  cette  intégrale,  correspon- 
dantes à  la  même  valeur  de  z.  Etudions  la  marche  de  l'intégrale 
suivant  les  di\ers  chemins  rectilignes  de  z  partant  de  l'origine,  et 
<'xaminons  d'abord  les  valeurs  qu'elle  prend  lorsque  ~  parcourt  les 
axes  coordonnés. 

Si  z  parcourt  l'axe  des  x,  en  supposant  que  le  radical  ^i  —  z- 
parte  de  l'origine  avec  la  valeur  -f-  i  et  que  z  évite  le  point  de 
ramification  -{-  i  en  passant  au-dessus,  on  aura  d'abord  l'intégrale 


v/i- 


(pii,  pourp  iidinimenl  petit,  tendra  vers  une  certaine  limite  réelle, 
([ue  nous  désignerons  provisoirement  par  A. 
Posons  maintenant  c  =  i  -h  pe'P,  d'où 


i/i 


pe'''  =  ^'pe'H'^-1 


VP 


pour  p  =  TT,  le  radical  doit  avoir  la  valeur  positive  y/i  —  p,  ce  qui 
exige  que  l'on  prenne  l'expression  précédente  avec  le  signe  — . 
On  devra  donc  poser 


V  I 


v:^ 


:=  —  i  sjrj  C  ' 


D'après  cela,  l'intégrale  le  long  du  demi-cercle  supérieur  aura  pour 
valeur 


r- 


,1.0  e'i' 


i  \ p.e'      \'2  H-  pe''' 


-tj, 

—  yo    / -: 

J~     y' 2 -4-0  6'"' 
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(|ii;iiil  1 1  <'  I  iili  III  nii'iil  |i('lilr  en  inr'iiic  I('MI|)s  (iiic  p,  ^•[  donl  |;i  \;i|)'iir, 
a  une  I  rati  nm  |)ii'->  iiiliiii  iiicii  I  pcl  i  le  d  i'll<'-iii<wiic,  sci'a  (i  -h  /)  i/ap. 
Aprè'S  avoir  |»ai(()iirii  le  ilcini-ccrcle  siiix'-riciir,  z  rcvfiiaiil  sur 
laxc  (les  ,r  avec  la  valctir  i  -+-  p,  yj  i  —  z  prendra  la  valeur  — i\fp, 
cl  par  suite  le  radical  ^'i — ~-  aura  une  \aleur  iiiiai;inaii-e  n('i;alive, 
de  la  Idrinc  — ///-.  I)t>nc  l'éh'inciil  -  de  rintf'-'rrale  sera  de  la 

l'orine  -f- ///.-,  el   |)ar  suite  la   partie  de  l'intr'-grale    prise  de   i -+- 0 
à  -h  00  ,     /  ■ 1  sera  aussi  de  la  lorme  -\-Ui'-. 


Décrivons  maintenant,  du  centre  O  et  d'un  ravoii  infiniineiil 
grand  /',  un  quart  de  cercle  entre  les  axes  Ox  et  Oy,  et  intégrons 
le  long  de  ce  quart  de  cercle.  Si  l'on  pose  z  =  re^P ,  l'intégrale  de- 
vient, en  remarquant  que  le  radical  y/i  —  z-  doit  être,  pour/>  =  o, 
de  la  forme  —  ih-,  ainsi  (pie  le  quotient  de  sa  division  par  rc'P, 

7T  'TT  - 

Ç'^       rd.e'P       __     I        f"  dp  _         r^  fJp 

donl  la  limite  est pour  r  =  a;  . 

2 

La  variable  z  arrivera  sur  l'axe  O)  avec  la  valeur  H- t/-,  et  l'in- 
tégrale prise  le  long  de  l'axe  des  y, 

sera  une  imaginaire  pure,  de  la  forme  zhi/i'-.  Sa  valeur  num('riqtie, 
étant  plus  i;rande  que  celle  de  /  —  =  logj-,  sera  inlinie  pour 
;•  =  00  . 

En  écrivant  maintenant  que  l'intégrale  prise  le  long  du  contour 
total  est  nulle,  on  aura,  jXMir  o  infiniment  petit  et  /•  iulininient 
grand, 

.   1-    r'~^  ^^      ,-  /  r     '''      ■  r   '/'■  \   - 

o  =  luii     I  -f-  liml      /  -f-  /    i       -  I . 

./o  s/l  —  Z^  \Ji  -+-  ,  v''  —  "'  Jr       ^  I  -r- j2  y         2 
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En  égalant  séparément  à  zéro  la  partie  réelle,  on  a 

La  seconde  intégrale  étant  de  la  forme  +  ih-,  la  dernière  doit  être 

de  la  forme  —  ili-,  et,  comme    /      =^=  est  négatif,  il  faut  que 

•  V    -T-  v'  I  +  r^ 


le  radical  \J^-\-j-  soit  pris  avec  le  signe  H-,  ce  qui  résulterait 
d'ailleurs  de  ce  qu'il  doit  revenir  en  O  avec  sa  détermination 
initiale. 

Ainsi  aux  valeurs  réelles  de  z  depuis  zéro  jusqu'à  -h  i  corres- 
pondent des  valeurs  réelles  de  «depuis  zéro  jusqu'à -f-  -•  Lorsque  ;j 


2 


varie  de  -h  i  à  -h  oc  ,  u  prend  des  valeurs  complexes  de  -  -j-  lo   à 

2 

-  -h  t'oo  .  Pour  z  purement  imaginaire,  de  zéro  à  -\-  icn  ,  u  passera 
2  ^  ^ 

par  toutes  les  valeurs  purement  imaginaires,  de  zéro  à  -|-  loo  . 

Si  l'on  change  s  en  — z,  l'intégrale  u  ne  fera  que  changer   de 

signe.  Donc,  si  Ton  fait  parcourir  à  zdes  chemins  symétriques  des 

précédents  par  rapport  à  l'origine,  u  prendra  des  valeurs  égales, 

au  signe  près,  aux  valeurs  précédentes.  Ainsi,  z  variant  de  zéro 

à  — I,  IL  variera  de  zéro  à  — t.\  z  variant  de  —  i  à  — ce  ,  après 

avoir  évité  le  point  — i  en  passant  a«-^e^5'ou.s  «  variera  de —  - 


2 


i  ce  ;  z  variant  de  zéro  à  —  i  x  ,  u  variera  de  zéro  à  —  toc 


1277.  Supposons  actuellement  que  z  parcoure  un  chemin  rec- 
tiligne  z  =  re'P.  Pour  avoir  l'inclinaison  de  la  tangente  à  la  courbe  u 
au  point  correspondant  à  z,  remarquons  que  l'argument  du  radi- 
cal \]i  —  z-  est  la  demi-somme  des  arguments  des  facteurs  i  -(-  -, 
I  —  z  delà  quantité  sous  le  radical,  c'est-à-dire  l'inclinaison  de  la 
bissectrice  de  l'angle  P'OP  {fig.  loo),  OP  et  OP'  représentant  les 
facteurs  en  question.  Cet  argument  sei'a  nul  pour  /•  =  o;  il  devien- 
dra ensuite  négatif  si  p  est  aigu,  positif  si  p  est  obtus.  Pour  r 
infini,  la  bissectrice  de  P'OP  se  confondra  avec  une  perpendicu- 
laire  à  la  droite  Oz,  et  aura  ainsi  pour  argument  p '-•  Donc 


i\\i:itsi()\    i)i:   I.  Aiic-siMs. 
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la  dilTcrcncc  entre  p  el  riiri;imieiil  du  r;i(li(,il,  ("ol-.'i-diic  I'ar<;ii 


I         «5  ....  , ,  /  - 

ineiil  (le ■>  vai'iera  depiiis  />  |iis(|ii  a  p —  [p 

y  I  —  :;-  \  ^• 

la  langenle  à  la  courbe  //  coïncidera  d'abord  avec  le  clicniin  recli 


-  :  <lonc 
2  ' 
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ligne  O;:;,  puis  elle  s'écarlera  de  O^,  et,  à  l'infini,  elle  deviendra 
parallèle  à  O  y. 

On  voil  ensuite,  comme  au  n"  1273,  que,  si  Ton  lait  croître 
l'angle  p  infiniment  peu,  la  distance  des  deux  courbes  il  corres- 
pondantes aux  angles  p  cl  p  -j-  âp  sera  infiniment  petite,  mais  dif- 
férente de  zéro  pour  z  fini,  de  sorte  que  les  courbes  a  ne  se  ren- 
contrent pas  et  se  succèdent  d'une  manière  continue. 

Donc,  si  l'on  considère  tous  les  chemins  rectilignes  compris 
entre  les  directions  Ox  et  Oj,  on  voit  que  les  diverses  coui'bes  ii 
correspondantes  varieront  par  degrés  continus,  et  toujours  dans 
le  même  sens,  depuis  la  courbe  u  correspondante  à  Ox  ('),  la- 
quelle se  compose  d'un  segment  de  l'axe  réel  égal  à-i  et  de  toute 

la  perpendiculaire  à  l'extrémité  de  ce  segment,  jusqu'à  la  courbe  u 
correspondante  à  Oy,  laquelle  est  l'axe  imaginaire  lui-même. 
Donc  toutes  les  courbes  ii  remplissent  coinplcLenient  et  une  seule 

fois  la  bande  verticale  de  largeur  -  comprise  à  droite  de  O7'  dans 

le  premier  quadrant. 

La  symétrie  nous  montre  que  la  même  chose  se  passe  dans  le 


(')  En  supposaiU  qu'on  ait  évité  le  point  -j-  1   p;ir  un  dcnii-cerclo  supérieur. 
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troisième  quadrant,  >i  Ion  a  évité  le  point — i  au  nioven  dun 
demi-cercle  injéiieav,  de  sorte  que  les  courbes  u  correspondantes 
aux  chemins  rectilignes  compris  dans  ce   quadrant   remplissent 

entièrement  et  une  seule  fois  la  bande  de  largeur  -  située  dans  ce 

même  quadrant. 

En  faisant  croître />  de  -  àvr,  on  verrait  de  môme  que  les  courbes  « 

correspondantes  aux  chemins  rectilignes  compris  dans  le  deuxième 
et  le  quatrième  quadrant  remj)lissent,  sans  suj^erposition,  les  por- 
tions de  la  bande  verticale  comprise  entre  x  = —  -  et  x  =H 

qui  se  trouvent  dans  ces  quadrants  respectifs. 

Donc  "  est  une  fonction  svnectique  de  a  dans  toute  l'étendue 
de  la  bande  verticale  en  question. 

1279.  Si  1  on  avait  commencé  par  décrire  l'un  ou  l'autre  des 
contours  élémentaires  (-h  i),  ( —  i),  on  aurait  obtenu,  en  parcou- 
rant les  divers  chemins  rectilignes,  les  valeurs  précédentes  de  u 
changées  de  signe  et  augmentées  toutes  de  ±  tt.  Dès  lors,  les 
valeurs  réelles  de  l'intégrale  s'étendront  de  —  ::  à  +  tt  (  '  ).  Donc, 
dans  la  bande  \erticale  de  largeur  2  7r,  dont  l'origine  occupe  le 
milieu,  on  aura,  pour  la  même  valeur  de  z,  deux  valeurs  de  l'in- 
tégrale, de  la  forme  u  et  ±  tî  —  u. 

En  parcourant  maintenant  l'ensemble  des  deux  contours  élé- 
mentaires un  nombre  quelconque  de  fois,  on  formera,  comme 
nous  l'avons  vu,  un  nombre  illimité  de  systèmes  identiques  de 
valeurs  de  u,  correspondants  à  un  même  système  de  valeurs  de  s, 
et  situés  dans  les  bandes  successives  de  largeur  ir.,  prises  de  part 
et  d'autre  de  la  première. 


(')  Eu  effet,  les  parties  réelles  des  valeurs  de  u  obtenues  dans  le  numéro  précédent 
varient  entre et  h — •  Les  parties  réelles  de  -+-  tt  —  ii  varieront  donc  entre  -i 

1  J.  2 

et  -H  —  >  celles  de  —  t:  —  u  entre  —  —  et '-•  On  voit  donc  que  la  bande  de  largeur 

2  2  J. 

27r,  s'étendant  symétriquement  de  part  et  d'autre  de  Oj,  contiendra  toujours  l'une 
des  deus  valeurs  —  —  —  u  et  -+-:r — w,  et  une  seule,  puisque  tout  nombre  compris 

entre  -i-  rr  et  —  t  est  contenu  dans  l'un  des  trois  intervalles  de-h—  à-f-  —  jde  —  — 

2  2  2 

à  — —5  et  V  est  contenu  une  seule  fois. 


iNVKUsioN    m;    I,' \  nc-si  N  I  s  .  i3> 

1280.  De  ce  (|ue  nous  avons  établi  dans  le  |)aiaf^ra[)Iie  précé- 
ilciil  il  résulle  que  la  variable  z,  consKlén'-c  coninie  une  fonction 
lie  rintt'i^rale  //,  esl  iinilorine  et  eontiniir  dans  tonte  Ic'tcndnc  du 
[dan,  et  qu'en  outre  elle  est  périodique,  sa  valeur  ne  changeant  pas 
lorsqu'on  remplace  u  soit  par  2«tc-|-//,  soit  par  (2/1  +  1)71  —  u, 
de  sorte  que,  si  l'on  désigne  cette  fonction  par  sinu,  on  aura 


sin[(2«  +  i)-  —  h]. 


On  a,  de  plus 

sin  [ —  "  y  ^^^  —  •''"^  "> 

d'où  l'on  conclut  la  relation 

sin  [(  2  «  +  I  )  TT  +  «  "j  =  sin  ■  -2  «  tt  —  «  )  =  —  si  u  // . 

Donc,  en  général,  on  a 

sin(«-  -|-  «  ]  =r    —  i^"sin«, 

1281.  Il  est  utile  d'introduire  aussi  comme  fonction  anal\  tique 
le  radical  y  i  —  z-  ^  \j' i  —  sin-«,  que  l'on  désigne  par  la  notation 
cos//.  La  valeur  numérique  de  ce  radical  se  tire  immédiatement  de 
celle  de  sin//;  mais  son  signe  ne  peut  être  fixé  d'après  la  valeur, 
de  u  qu'au  moyen  d'une  discussion  spéciale. 

Considérons  d'abord  les  valeurs  de  u  pour  lesquelles  on  a 

sin  M  =  -h  I . 
L  intégrale  /      ■ ■  ayant  pour  valeur  -■>  on  aura  par  conséquent 

Jo      \1  —  Z'      ^  2 

sin-  =-!-  I,  et,  en  vertu  de  la  périodicité  de  la  fonction  sin«,  on 
2  ^ 

aura,  quel  cpie  soit  l'entier  «, 


|^«. +  -,)«;:]  =  .. 


Pour  la  valeur  -  de  u,  le  radical  =t  v  1  —  z-  =  cos/i  s'évanouit. 
2 

Si  on  le  suppose  partant  de  «  =  o  avec  la  valeur  -h  i,  quel  de\ra 
être  son  signe  dans  le  voisinage  du  point  de  ramilication  -  ? 
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Donnons   à  a  une  valeur --f-e,  infiniment  voisine  de-:   nous 

2  2 

aurons,  par  les  formules  précédentes, 


sin  (  — h  £  I  =  sm 


=  sin  I  - 


Donc  la  fonction  sin  |  -  +  s  j  est  une  fonction  paire  de  e,  et,  si  on 

la  développe  en  série  suivant  les  puissances  de  t,  le  développement 
ne  pourra  contenir  que  des  puissances  paires,  et  sera  de  la  forme 


sin  (  -  H-  £  1  =^  i  -+-  n  z"^  -i~  b -^ 


On  tire  de  là 


cos(  -  -4-  £  j  =  y^i  —  (i  H-  ac--f-.  .  .]-  =  £^/—  2«  +  ^'c^H-.  .  .. 

Pour  une  valeur  suffisamment  pdile  du  module  de  e,  cos  (  — \-  z\ 
est  donc  sensiblement  proportionnel  à  la  première  puissance  de  e,  et 
par  conséquent  le  point  -  n'est  pas  un  point  de  ramification  de 

cette  fonction,  non  plus  que  les  autres  points  ni:  -h  (— i)"-  ])Our 

lesquels  sin  /(  =  +  !. 

Il  en  serait  de  même  des  points  pour  lesquels  s'inn  =  —  i ,  c'est- 
à-dire  des  points  Jir.  —  ( — i'"-- 

La  fonction  sin«  devient  infinie  pour  ii  égal  aux  valeurs  de  l'in- 

légrale    /  i  et  il  résulte  de  ce  que  nous  avons  vu  que  ces 

Jo      \Ji  —  z^ 
valeurs  se  composent  d'une  partie  réelle  arbitraire,  jointe  à  une 
partie  imaginaire  Infinie.  Donc  %\nii  ne  devient  Infini  pour  aucune 
valeur  finie  de  a. 

Dotnc  nous  avons. démontré  que  la  valeur  de  cos  a  est  uniforme 
pour  toute  valeur  de  if. 

1281.  Pour  étudier  maintenant  la  périodicité  de  la  fonction 
cosit,  considérons  l'équation  transcendante 


INVKHSION     l>i:     I.AHC-SIMS.  I  Bj 

Vax  i(>nij)laraiil  le  cosinus  par  sa  valeur  rty/i- — s'iii-n,  cellf  é(|u:i- 
lion  ciilraiiu"  une  des  deux  suivantes  : 

[i)  sinu  =  -j- sin«oi     sin«  = -- sin^o* 

La  piriiiirrc  de  ces  équations  donne 

«  =  «77  -h      —   I;"«0- 

Si  l'on  désigne  maintenant  par  C  le  chemin  quelconque  que  l'on 
a  décrit  pour  obtenir  l'intégrale  iio,  il  résulte  de  ce  que  nous  avons 
(lit  au  n"  ]'2oo  que  Ton  obtiendra  la  valeur  de  u  en  faisant  pré- 
céder le  chemin  G  du  parcours  altcrnalit"  des  deux  contours  (-hi), 
( — i),  en  commençant  par  le  premier  ou  le  second  suivant  que  n 
est  pair  ou  impair,  et  faisant  un  nombre  total  de  tours  égal  à  n. 

Or,  à  chaque  parcours  d'un  contour  élémentaire,  le  radical 
change  de  signe.  S'il  est  donc  parti  avec  le  signe  -Hi,  il  aura, 
après  les  n  parcours,  le  signe  de  ( —  [)".  Donc  il  partira,  pour  dé- 
crire le  chemin  C,  avec  la  valeur  ( —  i)«.  Il  arrivera  donc  au  point 
correspondant  à  iio  avec  la  valeur  ( —  i)"  cos  iiq.  Donc 

C0S[«77  -f-  (—  l]"«o]  =   (—  l)"COSMo» 

et,  pour  que   cette  valeur  soit  égale  à  -hcosuo,  il  faut  que  n  soit 
pair,  ce  qui  donne  une  première  solution  exprimée  parla  tormule 

(2)  cosi/in- -h  Uq]  =z  co&Uq. 

La  seconde  équation  (i)  donne 

u  z^  n-  —  ( —  i)"«o. 
et  l'on  en  tirera  comme  ci-dessus 

CCS  f  -iJl-  —  «f,  ;  =  COS  f —  Un  )  ■ 


Or  cos«=^/i  —  sin-«=yi  —  sin-( — u)  est  une  fonction  paire 
de  u,  et  l'on  a 

C0S( —  «0]  =  COS  i/o- 

Donc  on  aura  encore 

COs(2«-  —  «0;  ^  COStto- 

Par  conséquent,  toutes  les  valeurs  de  u  pour  lesquelles  le  cosinus 
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sera  égal  à  cos//o  seront  données  par  la  lorinule 

C()s(  in-  zt  Wq)  =  cos  «Q, 

li28!2.  AjouLons  encore  quelques  délails  sur  la  marche  de  la 
fonction  cos//. 

Tandis  que  "  décrit  l'axe  des  x  positifs,  de  o  à  -h  ce  ,  en  passant 
au-dessus  du  point  -f-i,  nous  avons  vu   que,  de  o  à  -h  i ,  y/i — "- 

varie  de  -f-  i  à  o,  tamlis  que  //  croît  de  o  à  -■»  d'où 
c()so  =  i,      cos  —  =  o. 


A  partir  de  ^  =  i,  le  radical  y  i  —  z-  prend  des  valeurs  imagi- 
naires de  la  forme  — /'^^-,  correspondantes  à  des  valeurs  de  ii  de  la 

forme-  -h  ///-.Donc  la  valeur  de  cos  f  -  4-/7/-)  estdelaforme  —  i^- . 

Pour  z  infini  réel,  y  i  —  c-  a  pour  valeur  — /co  ,  d'où 

cos  ( 1-  /'  c 

Si  z  s'éloigne  à  l'infini,  suivant  une  direction  d'argument /;,  le 
sinus  étant  égal  à  goc'/',  le  cosinus  aura,  comme  le  sinus,  une  va- 
leur complexe   infinie,   dont   la   valeur    approchée    est  — icoe'^P, 

correspondante  à  l'arc j?  -{-  lyz  . 

Pour  n  =  -,  la  valeur  de  cos//  devient  -+-  :c    pour  //  =  +  icc  . 

2 

De // =  O  à  //=:-|-ioc,  cos//  a  des  valeurs  réelles  croissant 
de  -f- 1  à  -h  oo  . 

Nous  avons  discuté  la  courbe  décrite  [)ar  //  lorsque  z  parcourt 
un  chemin  rectiligne  partant  de  l'origine.  11  est  aisé  d'obtenir  la 
courbe  correspondante  décrite  par  le  cosinus  y'i  — -  z'-.  Elle  a  pour 
équation  


ou,  en  éliminant  /■, 


Ç-  —  2  ir,  COt  2/.»  ^  /,-  =^  I  , 
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<''<|ii;il  ion    (rime    li\  |tcrlH  )lc  di  ml   lo   ;i^\  ni|il()l('s   loiit    a\<'c.  ()./■  les 
;ini;l('s  p  cl  /> 


Le  carre  du  inodiiK'  de  cosu  =  \/ i-  —  /-e-'/'cst 

o'  =  1  —  7. 1- ros "?.])  -\-  /•', 

(loiil    la    \alciir    allciiil    un    niinnniiiii   pour    /■- =  cos  ?,/?,  et   l'on   a 
alors  p  =  sin  o,p. 

Si  l'on  désigne  par  ra  l'argumenl  de  \J  i  —  ~-,  on  Irouvc 

—  ;•-  s'in'y.p  tani;2/:> 


tans  2  rrr  =z 


I  —  /-  c()s:^/>< 


Pour  /■  =  o,  cos«  =  1.   tang2ror=;  o,   cj  =  o.   Pour  /■  croissant  à 

partir  de  zéro,  tani;'2r7  de\icnt  négatif,  si  j>  est  <^y)  [)oiir  rcde- 

4 
venir  positif  après  avoir  passé  [)arcc  ,  et  le  ravon  pfi'^  va  en  s'écar- 

tant  de  la  droite  /"c'/',  jusqu'à  ce  que,  poui'  /■  ^  oo  ,  il  lui  devienne 

perpendicidaire. 

Nous  engageons  le  lecteur  à  construire  et  à  comparer,  pour  un 

chemin  rectiligne  donné  cle  z  =  sin/<,  les  courbes  décrites  par  les 

fonctions  tt  et  cos«. 

1^83.  Nous  avons  vu  [827,  III]  que,  étant  donnés  deux  argu- 
ments //,  «,  dont  la  somme  est  constante,  leurs  sinus  ::,  ~,  satislont 
à  la  relation 

z\/  i  —  z^  -t-  3i  y/ 1  —  Z-  =^  const., 

et  la  constante  n'est  autre  chose  que  ce  que  devient  le  sinus  de 
liiii  (les  arguments,  (piand  l'autre  argument  s'annule,  les  radicaux 
devant  se  réduire  chacun  à  -i- i  pour  -  ou  r,  nul.  On  [)eut  écrire 
cette  relation  sous  la  forme 

sin//  ros«i  H-  sin//,  cnsu  =^  sin(//  -t-  w,  ). 
Si  l'on  V  fait  «,==—-,  il  \  icnl  sin  //.  =  —  i   et 


cos«  =  sin  l  /< \  ^  —  sin  I  - 
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d'où 

cosM  =  sin  (  - 

On  lire  de  là  et  des  formules  précédentes  toutes  les  relations 
qui  lient  entre  elles  les  fonctions  sinus  et  cosinus. 

1284.   l\.   Traitons,  pour  dernier  exemple,  l'inversion  de  l'inté- 
grale elliptique 

dz 


_  r' ciz p  c 

"~'Jo    s/{l-z']{l-  IcH'n^Jo    i^ 


Nous  avons  vu  que  toutes  les  valeurs  possibles  de  cette  inté- 
grale, correspondantes  aux  valeurs  de  la  limite  supérieure  z, 
s'obtiennent  en  faisant  précéder  l'intégration  rectiligne  correspon- 
dante à  cette  limite  d'une  ou  de  plusieurs  intégrations  effectuées 

le  long  des  quatre  contours  élémentaires  (±  i),    (  d=  -  j  ?    cl    que 

toutes  ces  valeurs  sont  distribuées  d'une  manière  identique  dans 
chacun  des  rectangles  de  dimensions  41^  t-t  2K',  dans  lesquels  on 
peut  partager  le  plan  des  n. 

Il  résulte  de  là  que  3,  considéré  comme  fonction  de  u,  est  une 
fonction  doublement  périodique,  ayant  pour  périodes  41^  et  liVJ. 

Il  nous  reste  à  établir  que  cette  fonction  est  uniforme  et  con- 
tinue, et  pour  cela  il  nous  suffira  de  considérer  les  valeurs  rec- 
tilignes  de  l'intégrale  u,  et  de  montrer  qu'elles  remplissent 
complètement  et  une  seule  fois  l'étendue  de  l'un  de  ces  rec- 
tangles, celui  qui  a  pour  centre  l'origine  des  coordonnées. 

Faisons  d'abord  parcourir  à  z  les  axes  coordonnés.  L'axe  des  a: 

positifs  contient  les  deux  points  de  ramification  H-  i  et  h •  En 

évitant  le    point  -f-  i   au    mo\en  d'un  demi-cercle   supérieur,   on 

aura  d'abord,  comme  au  n"  1276,  l'intégrale    /  — -^5  qui   a 

pour  limite  K  [12G2j,  puis  l'intégrale  semi-circulaire 


»0     1  . 


fin 


qui  s'évanouit  avec  p,  et  dont  la  valeur  approchée  à  une  fraction 


iNvi:nsi()N   nn   i.  int;:(;  r  \  i.  ic   m.  1. 1  niiji ';• 
pros  iiiliminciil  [)cLiLc  d  cllc-mt;nie  sera 


Dans  le  parcours  du  dcml-cercle  supérieur,  z  =  i  -j-  pe'P  variant 
de  I — p  à   1 -h  p,    I  —  z  variera  depuis   — pe''=:-+-p  à    — p,  et 

^i  —  :;  depuis  dzip'-e-  jusqu'à  ±ip'',  et,  coiniiic  la  première  de 
ces  valeurs  doit  se  réduire  à  -+-  sjp,  on  doit  prendre  pour  les  deux  le 
signe  inférieur,  de  telle  sorte  que  y  i  — ■■  z  variera  de  -+-  y/'p  à  —  i^sjp- 
IJonc,  erttre  les  points  H-  i   et  -+-  -  ?  le  radical  \J i  —  ^  et  par  suite 

A' 

aussi  le  radical  ll(z)  devront  prendre  des  valeurs  de  la  forme 
—  ih'-.  L'élément  de  l'intégrale  sera  donc,  dans  cet  intervalle,  de 
la  forme  -+-  ih-,  et  il  en  sera  de  même,  par  conséquent,  de  l'inté- 
grale 


r 


dz 


Iv'  étant  réel  et  positif.  On  aura  donc 

'^    dz 


J 

«/o 


R  cl 


K-^  iK'. 


De  z  =  -  k  z  =:  -h  y:   l'intégrale  s'accroît  de  la  valeur 

A" 


X 


==    dz 


que  nous  avons  trouvée  égale  à  — K.  Donc  on  aura 

dz 


f 


R(z)  =  --'^'' 


de  sorte  que,  lorsque  ::  parcourt  l'axe  des  x,   en  évitant  les  deux 
points  critiques  -f-  i  et  -H  y?  suivant  des  demi-cercles  supé/ieurs, 

n 

a  variera  de  o  à  A"  par  des  accroissements  réels  positifs,  puis  de  R 
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à  K -4- jK'  par  des  accroissements  de  la    Ibrine   -\- ili- ,    cl   ciiliii 

de  K  H-  t  K'  à  -r-  /K'  par  des  accroissements  réels  négatifs. 

De  s  =  o  à  ^  =  H-  t'oc  ,  sur  l'axe  des  j,  u  variera  d'une  manière 
continue  dejnn's  o  à  H-  i'R'. 

Si  Ton  évite  les  points  critiques  sur  l'axe  des  x  négatifs  suivant 
des  demi-cercles  infrricurs,  on  verra  de  même  que  u  variera 
i«  de  o  à  —  K,  2°  de'—  K  à  —  K—  /K',  3"  de  —  K  —  iVJ  à  —  tK'. 

Sur  l'axe  des  j^  négatifs,  u  variera  de  o  à  —  ico  . 

Ainsi,  si  l'on  construit  un  rectangle  de  centre  o  et  compris  entre 
les  droites  o:  =  — K-,  y  =^  ±  I^',  on  voit  que,  tandis  que  z  par- 
courra l'axe  des  x  positifs,  u  parcourra  la  portion  de  contour 
0A13C0  [f^-  loi).  Si  z  parcourt  l'axe  des  x  négatifs,  u  \v.\v- 
courra  O  A'Ii'C'O  (  '  );  z  parcourant  les  axes  des  y  j)()silifs  et  néga- 
tifs, u  parcourra  les  droites  OC  et  0(7. 


-K-iK' 


t'ijî.  101 . 


■J^ 

»iK' 

K 

^\ 

C                       ii 

A                       0 
B' 

A 

-ih" 


K-  L  h" 


1287.    Supposons    maintenant  que  z  décrive   un  chemin    recti- 

liane  re'P.  L'ariiiiment  de  la  différentielle  =— ^  sera  égal  à  l'argu- 

ment/?  de  dz,  moins  l'argument  de  R(:;),  lequel  estla  demi-somme 
des  arguments  des  facteurs 

I   -i-  2,      I  3,      I   -i-   /  Z,      \  —    fiZ 

de    la   quantité  sous  le   radical.    On    verrait    {fig.    102),    comme 
au  n"  l!27T,  que,  ])our  r  variant  de  o  à  ce  ,  les  arguments  des  fac- 


(' j  Si  s  eut  évité  les  points  rti  par  des  demi-cercles  tournés  en  sens  contr:ii'c 
<les  précédents,  a  aurait  parcouru  les  deux  autres  portions  du  contour  O  A  H, ('.'(). 
OA'IV.CO. 


i.\vi;iisi(>\    m:    i.' i  \ti:(.  ii  \  i.i;    i:i.i.i  i-rioi  i: .  i  ("î 

leurs  1  H-  r,  !-(-/'"  n  iHiiMil  de  o  à  />  ;  ceux  (l(,'  i  —  z.   i  -—  /■  r,  de  <> 
à  />  —  r.  I3(»iu'  leur  ilciin-somnir  \  iinc  de  o  à  9. j>  —  ::.  <ri)ii  il  s'cri- 
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suit  (|uo  l'argunirnt  <lo  la  difTércntiflle  varie  de  /^  —  o  =  j>  à 
/;  —  (^  2  y;  —  '^)  =^  ^  —  /'  • 

Je    e'i'dr 
■=--. — r— r  étant   é^alc   à  l'inlcffrale 

/     — - — ■■)   ijlus   à  riiUéi;rale    i)rise    le    loni!   de  1  arc  de   cercle   de 

javon  ;•  compris  entre  0.r  cl  la  droite  /e'/*,  et  celle  dernière  inté- 
grale étant  nulle  pour  /=  ce  ,  on  aura,  quel  que  soit  j>,  compris 
entre  o  et  T., 


r 

■y  n 


.■l'rfr 


R  (  re'i' 


=  /K'. 


Donc,  toutes  les  courljes  a  correspondantes  aux  diverses  valeurs 
de  j)  passeront  par  le  point  C  de  la  p':^.  loo,  et  leurs  tani;enles 
en  O  et  en  C  formeront  avec  OC  un  triangle  isoscèle. 

L'argument  de  l'a  tangente  pour  /■,  variant  de  o  à  oo  ,  varie  de  /) 
à  TT  —  p,  d'une  manière  continue  et  toujours  dans  le  même  sens. 
De  plus,  on  verrait,  comme  aux  n''^  l!27!2  et  l!277,  que  deux 
i:ourl)CS  u  consécutives  sont  infiniment  voisines  dans  toute  leur 
('tendue  et  n'ont  d'autres  points  communs  que  leurs  extrémités. 

Donc,  SI  l'on  fait  varier  />  de  o  à  -■>   la    courhe    a  varu-ra  d Une 
'  2 

manière  continue  depuis  la  l'oiine  du  contour  OABC  (  fîg.  lOi") 
jusqu'à  celle  de  la  droite  OC.  Donc  les  courlx-  //  i  (Mnpli^scnt  cuni- 
plélement  et  une  seule  lois  Tare  i\\\  i-iM-tani;lc  OAIJC. 
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On  verrait  de  la  même  manière,  à  cause  de  la  symétrie,  fjue, 
pour  les  valeurs  de  p  prises  dans  les  autres  quadrants,  les  courbes  a 
remplissent  pareillement  les  trois  autres  parties  du  rectangle 
B,  B  B',  B'.  Donc  chaque  point  u  de  l'intérieur  de  ce  rectangle  cor- 
respond à  une  valeur  déterminée  de  2  et  à  une  seule.  Donc  z  est 
déterminé  uniformément  par  un  point  quelconque  de  l'aire  du 
rectangle,  c'est-à-dire  que:;  est,  dans  l'intérieur  de  cette  aire,  une 
lonclion  monogène,  unilorme  et  continue  de  la  variable  u. 

'J288.  Si.  avant  de  décrire  le  chemin  rectiligne  correspondant  à 
la  valeur  a  de  l'intégrale,  on  avait  commencé  par  décrire  le  con- 
tour élémentaire  ( — i),  l'intégrale  u  serait  devenue  2K — u.  Donc 
la  même  valeur  de  z  qui  correspond  à  u  correspond  aussi  au 
point  {2K  —  u).  L'un  de  ces  deux  points,  et  un  seul,  est  contenu 
dans  le  rectangle  de  largeur  4K.  et  de  hauteur  2iK',  dont  le  point  K 
occupe  le  centre,  et  il  est  facile  de  voir  que  ces  points  remplissent 
toute  la  différence  entre  l'aire  de  ce  rectangle  et  celle  du  rectangle 
de  largeur  alv  qui  contient  tous  les  points  u  correspondants  aux 
premières  intégrales  rectilignes. 

Donc  la  fonction  2  =  i|(/<)  prend  toutes  les  valeurs  possibles  en 
deux  points,  et  en  deux  seulement,  situés  dans  l'intérieur  du  rec- 
tangle compris  entre  les  droites  x  =  K±2K,j)^^^  — I^'j  et  dis- 
posés symétriquement  par  rapport  au  point  (x=  -f-  K,  j)  :=  o). 

Si  l'on  divise  entièrement  le  plan  en  rectangles  égaux  à  celui 
que  nous  venons  de  considérer,  les  mêmes  valeurs  de  z  se  repro- 
duiront deux  lois  dans  chaque  rectangle,  et  elles  seront  disposées 
sur  des  parallèles  à  l'axe  des  x,  à  la  distance  4^^  les  unes  des 
autres,  et  en  même  temps  sur  des  parallèles  à  l'axe  des  j-",  à  la  dis- 
lance 2K'. 

1289.    Si  dans  l'inléerale 


Jo    V'('" 


on  pose  z  =  sincp,  Fintégrale  prendra  la  forme 


FONCTION    SIU^ 


,/r> 


( -cl  angle  o,  considère  cohuik'  lomiioii  de  l'intégrale  u,  r>i  dit  Wi/n- 
j>/ifii(/c  (\r  raiijiimriil  //,  cl  un  le  dé^l^ne  J)ar 


y  :=  arcsins  =  am  u. 


La  variable  z,  d'après  cette  nolalion,  sera  le   sinus  de  r;iiu|)li- 
liidf  de  /^  cl  pourra  èlre  iTprés(;iilé('  p.ir  la  nolalioii 


z  =  sinam  w. 


Pour  abréger  l'écriture,  nous  adopterons  lanolalioii  plus  com- 
mode de  Gudcrmann.  et  nous  écrirons  simplement 


Cela  posé,  les  relations  précédentes  nous  monirent  <pie  l'on  a, 
cpiels  que  soient  les  entiers  ///,  n, 

sn«  =  sn[2//iK  -+-  inl¥J  H-  ( —  i  )'"«], 

et,  si  m  est  pair,  en  éeri^anl  lui  au  lieu  de  ///, 

sn  u  =  su  (  4  '«  K  H-  '2  «/  K'  H-  //  , 

d'où  l'on  voit  cpie  la  Tonction  sn«  est  doublement  périodique,  les 
périodes  étant  4^.  et  2tK'. 

Fig.  io3. 


■K- 

iK' 

Y 

3K*t 

K' 

K 

—  + 

\ 

.J__ 

0 

+  — 

^h 

-K- 

LK' 

3K-/ 

K' 

l'^n  particulier,  on  a 

sn[ —  m)  :=  —  sn tt. 
Pour  u  =  o,  on  ,i 

sno  =  sn  [  ?./;.- K  -;-  o>ni¥J  ^  =  o, 
sn  ' ±  K j  =  sn \^  f\in±\  ]  K  -i-  i niYJ ]  = 

II.  —   Cours  de  Cale  infini  t.,   IV. 
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f"'^     (h. 
F.n  rcmar  (ruant  fine    /         — —  :=/R',  on  en  conclul 

sn  (db  /K' ;  =  su  [?.wK.  +  (■>.//  4-  i)'K']  =  dr  /-jd 


l'^nfiji .    /      — — -  (Hanl  c"al  à  K  ±  a  K',  on  auia 

t.   0  M 

,  \ 

sin(K  rt  JK']=:  -• 
fi 

[^c's  sij^rics  H-  cl  —  que  conlifiil  cliacim  tics  iccUénylcs  (h;  la 
//,::,'.  io'3  in(li<|ucnl  (le  hujucllc  des  qiialrt;  loi  iiicn  ±  ^'■- dz ///-  csl 
la  valeur  corrcs|)Oiidan le  de  sn«.  Il  en  esl  d(>  nuMnc  ]»our  \ei>  fig.  io4 
cl  io5,  relalivcs  aux  aulres  lonclions  cllipliqucs. 

1290.    J)c    iu(}ine  que,    en    (jludlanl  rinversion    de   l'inlégralc 

C'      dz  ...    ,  .... 

I  — ■?  nous  a\ons  consulerc,  oulrc  la  limite  supeiicure  z,  le 

radical   y/i  —  ;;-  eoninie  une  fonclion  de  rinléjj;rale,  nous  considc^- 
rerons  aussi  coniine  des  fondions  inverses  de  l'inlégralc  clli|)li(jue 

rt  ~  j  

les    deux    fadeurs    du    radi(;al    y/ 1 — z-    el 


La  premicrc  de  ces  fondions, 

y'i  —  3-  =^  v^i  —  sin-y  =  cos!^  =  cosani  ti, 

est  analogue  à  un  cosinus;  nous  la  rcpréscnlerons,  pour  abréger, 

par  _ _ 

y/ 1  —  sii-/<  =  en  /^. 

La  seconde  fonclion,  que  l'on  représcnle  par 


v'i  —  A-s-  —  v':  —  A-siu-çi  =  ip, 

iTa  pas  d'analogue  parmi  les  fondions  circulaires.  Si  l'on  suppo- 
sait k  =  o,  auquel  cas  it  se  réduirait  à  9,  et  par  suite  amu  à  u, 
snu  à  s'nni,  cuu  à  cos«,  la   fonclion  û'5  =  Aam/<  se   réduirait    à 


FONCTION    cri//.  IJJ7 

I  iinih'.  Mous  la  (Ir.sij^ncroiis  par 

y/i  —  k^str'ii  =z  (lu//. 

Les  valeurs  de  la  lonelioii  iiiiildiiiic  su//  <'laiil  cdmiiio,  on  con- 
iiailra  parla  nicme  les  \aleurs  miinéri(|ues  des  fondions  <  n//.  du//  ; 
mais  il  reste  à  voir  coniiiienl  varieront  leurs  signes. 


1291.  Considérons  dahord  la  fonelion  cnu  =  y/i  —  su-'//.  Ilicn 
(luelle  soll  donnée  par  un  radieal  susceptible  d'une  doiddc  dcici  - 
niination,  nous  allons  montrer,  comme  nous  l'avons  l'ail  prtur  l.i 
lonclion  cos//,  ([ne  les  points  pour  lesquels  elle  s'annidc  on  ilr\  icni 
infinie  ne  sont  pas  des  points  de  ramification,  et  (pie.  pour  loiil-- 
\aleurdc  u,  cnu  a  un  signe  conipléteinenl  déterminé. 

La  fonction  cnu  s'annule  pour  les  \aleurs  de  n  eorresj)ondanlç-< 
à  >n  u  =  riz  ij  c  est-à-dire  (pie  Ion  a 

en  [^  \  m  zh  \)K  -+-  î  ni  K]  :z-.  o. 

l',\aiiiinons  d'abord  le  cas  du  sii;ne  supérieur,  qui  répond  à 

.su  //  :=  -T-  I , 

et  cbercbons  la  Naleur  de  en//  pour  //  voisin  de  K  et  éii;al  à  K  H-  î. 
Kn  vertu  de  la  formule 

sn  (  2  Iv  —  "  ;  ^=  s'i  "i 
on  aura 

sn  (  KL  -f-  î  )  =  sn  ( R  —  i)- 

iJonc  sn(K+  s)  est  une  fonction  paire  de  e,  et  son  développement 
sui\anl  les  puissances  de  e  ne  pourra  contenir  que  de<  puissauee^ 
paires  et  sera  de  la  forme 

sn  ;  K  -f-  £ )  =  I  -I-  r/ i-  -T-  //  £'  H-  .  .  . . 
(  )n  en  tire 


en  ^  K  H-  £  )  =  v''  '  —  l  '  -\-  <t^^  +  b  i''  -k-  . .  .  j' 


=  î  y  —  ?.  .7  -\-  (('  s-  +  ^'  à*  H-  .  .  . . 

Pour  £  infiniment  petit,  cn(K  -{-  e]  est  sensiblement  proportionnel 
à  celte  variable  complexe  t,  et  par  suite,  le  radieal,  qui  est  (ini,  n.' 
-pouvant  clianf;er  de  sij^ne,  pour  une  variation  infiniineul  j)etili- 
(le  ?,  le  point  //  z=  K  n'est  pas  un  point  de  ramification  de  la  lonc- 

lO. 
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lion  cnii.  11  en  sera  de  même  pour  la  valeur  K  augmcnlée  de 
4/m1v  H- 9.«tK',  c'est-à-dire  pour  tous  les  poinls  correspondants 
à  snw  =  -H  !• 

Si  l'on  considère  maintenant   un  cpielconquc  des  points  pour 
lesquels  snn  =^  —  i,  comme  on  a  toujours 

sn  (  —  u]  =  —  sn/f, 

la  lonelion  —  sn  ii  prendra  dans  le  voisinage  de  ce  point  les  mêmes 
valeurs  que  H-  sn/<  dans  le  cas  précédent,  et  l'on  verra  de  la  même 
manière  que  ce  point  n'est  pas  non  plus  un  point  de  ramification 
•de  cn«. 

Passons     maintenant    aux     poinls     2/// K  H- (2/^ -|- i)iR',     qui 
<lonnent  sn/f  =  co  .  Si  dans  l'intégrale  [126i] 

on  pose  z  =  -—•,  cette  intégrale  se  change  en 


'   dz 


X 


Donc 


sn  f^<  —  /K'  ]^^  z  =: 


k  sn  u 
Par  conséquent,  en  faisant  a  ^=  —  t,  on  a 

sn(/K'  4-£)z=-— ^, 
'        A  sn  î 

d'où 

si—  I  +I^sn^ 


cnf/K' 


/.Sllî 


Il  s'ensuit  de  là  que,  pour  e  assez  petit,  cn(iR' -f- e)  ^est  sensible- 
ment proportionnel  à  — •>  et,  i>artant,  i  K'etles  autres  infinis  de  sn  u 

ne  sont  pas  des  poinls  de  ramification  de  cnu. 

Donc  cn«  est,  comme  snz<,  une  fonction  toujours  uniforme  de  u. 

De  plus,  lorsque  z  parcourt  deux  chemins  svmétriques  par  rap- 
port à  l'origine  O,  \j i       z-  parlant  avec  la  même  valeur  dans  les 


(leii\  cas,  lt>s  (lcii\  clicmiiis  ciiloiircroiil  iinUinl  de  lol-^  I  un  i|iic 
l'ail  Ire  les  points  de  iMinilical  iuii  de  ce  radical.  I  )oiic  à  deux  valciii-s 
égales  el  de  signes  conlraiics  de  z  =  snii  el  aussi  de  ii  correspon- 
dront deux  valeurs  égales  el  de  même  signe  de  yi  —  z'-=cnu. 
Donc  la  fonction  cn«  est  une  fonction  paire  de  h. 

1292.  Pour  délcrniincr  la  périodicité  decn  h,  nous  remarcpicrons, 
coninie  au  n"  1281,  que  les  racines  de  l'équation 

en  u  =  en  «o 
doivent  cire  comprises  parmi  les  racines  des  deux  éf[uations 

sn  «  ^  +  sn  «0,      sn  «  =  —  su  «(,. 
qui  sont  vérifiées  par  les  valeurs 

a  =z  2  ni K  H-  o  /liK'  zL[  —  i  ) '"  «o- 

Soit  G  le  chemin  quelconque  décrit  j)ar  ::  pour  obtenir  la  vali'ur  //,, 

-^^— •   On  obtiendra  u  [12891  en  faisant  parcourir 
Ri  z 

0  \     I 

à  z,  avant  le  chemin  C,  n  fois  alternalivement  les  contours  élé- 
mentaires  (h — )■)  i  —  -j\i   puis    ///  —  /i    fois   alternativement   les 


'/ 


contours  (-+-  i),  ( —  i).  Or  le  radical  ^i  —  z-  n'a  pas  d'autres  points 
de  ramification  que  -(-  i  et  —  i  ;  il  changera  donc  de  signe  seule- 
ment m  —  71  fois  dans  le  parcours  des  contours  élémentaires,  de 
sorte  que  l'on  aura 

en  [2  wK  -i-  2  riiK'  ±[— i  )'"  ifo]  =  [  —  i  /"""on  (±  «„)  =  (  —  i  )"'-"cn«„. 

formule  que  l'on  peut  écrire  plus  simplement 
cn(2/«K  +  2/t/K.'  zhu)  =  (—  I  )'"-+■"  cn«. 

En  renq)laçant  tour  à  tour  ju  par  2ni  et  par  2//i  -h  i,  on  en  tirer;» 

cn(4/«K  +  2/i/K'  d=  II)  =  '  —  T"  on//, 
cn[(4'«  -h  ?)Iv  -r-  2///K'  dz  //]=  ^—  i/'-^'cn«. 
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Ku  pailiculier,  on  trouve 

in  II  =  en  41^  -1-  ") 

=  en  (  -i  K  -h  9  /  K'  -i-  Il  ) 
=  —  en  (  2  K  -T-  Il  ) 

:=r  —  Cil  i'  '?. /K' -\~  n]. 

La  foiulioii  en /<  a  donc  pour  prriodcs  /[K  cl  2  K  -f-  ■>/K^ 

1293.  l'\amiiions  la  niarclic  de  la  lonetion  en//  pour  les  diverses 
Nalcurs  de  a. 

Lorsque  z  parcourt  l'axe  des  .v  posilils  (^au-dessus  des  points  de 
raini(ication)  et  que  n  parcourt  le  chemin  correspondant  OABC". 
(fig-   io4\  le  radical  y' 1  —  z-  est  d'ahord   rc'-cl  et  posiliL  de  r  =  o 

(    J 
-K*rK'  ,K' 


-K-TT 


-K-tK' 


th"  K-th" 


;'i  r  =  H-  I  (m  de  //  =  o  à  //  =  K  :  puis  il   prend   une  valeur  imagi- 
naire ncgati\c,  de  la  l'orme  — ih-,  loi'sque  ~  varie  de  -h  1  à  H- - 

et  de  -h  -  à  -h  00  ,  c'est-à-dire  lorsque  u  varie  de  K  à  K  -+-  /  K'  ci 
de  K  -h  /k'  à    4-  /K'.  Pour  passer  de  z  =  -i-  y:    à   c  =  -j-  t>:  ,   Il 

in 
laut  inulliplier  r  par  e  '  =  i,  et,  [)ar  suite, 


^1  —  z-=z  —  i  sjz-  —  1  =  —  iz  k/  i 
<levient  +  -  v/  ' r,^  valeur  réelle  et  positive  pour  z  imaj^inairc 


i"on<;ti(>n  cnii. 
(  )ii  ;i  (Idiic  1('>  \  alcii  i-^ 

en  o  =  I , 
rnK  =:  o, 


cii;k  +  /k.')  — 


/•/.' 


cniK:  =  +  co  . 

Si   l'on  iixiiil   (K'-ciil   Taxe  (les  .r  positifs  en  passant   an-dessous 

I 

1 


Il    |)(iinl    H-  I  ,    //    aui'ait    pris,    pour   z  =^  —■>    la    \alrui-    k         /  K' 


sj \  —  z-  étant  de  la  forme  -\-  i/i'-.  Donc 

en  I  K  —  /K  )  =  H j-  • 

Si  z  décrit  l'axe  iinaij;iiiair(;  j)0sitif,  de  zéro  à  -|-  too  ,  ii  croît  de 
zéro  à  +  t  K',  et  y' i  —  "-'  depuis  i  jusqu'à  +  co  ,  en  restant  toujours 
réel. 

Si  Inii  lail  prendre  maintenant  à  /t  des  valiîurs  éj^ales  et  de  siijiie 
contraire  aux  précédentes,  la  fonction  en  u  reprendra  les  mêmes 
\aleurs  rpie  ci-dessus,  puis(pie  cn( — ii)  ^cn//. 

Lorsque  -  décrit  un  cliemin  reetiligne /'e'^^,  ou  verrait,  comme 
au  n°  l!2<St2,  que  \/ 1  —  3- décrit  une  hyperholc  équilatère  rcprc';- 

1 . .  •         o  sin  ?.  »  .  ,  ,  ,  ,     , 

scntee  par  I  ((iiialntu  o-  ==  -. .y  qui   ne  dépend  (Uic  de  la 

^  ^  '  s\n:i[p  —  ^  ) 

cotangcnle  de  l'angle  2/?,  et  qui  correspond,  par  const'ipienl,  nux 

valeurs   />  el  /' ±  -  de   laugle  p;    son   module    miiiimum  a   pour 

\aleur  sina/;.  l*(»ur/-=:=  o,  rargument  de  la  valeur  de  (Miaestuui; 
SI  "  s'éloigne  de  l'origine  dans  uu  sens  ou  dans  l'autre,  rargumeni 
de  yi  —  z-  tend  vers  celui  de  l'une  ou  de  l'autre  des  asvmploles 
de  rhv[)crbolc,  en  vertu  de  la  relation 


(pu,    [xjur  /■  =  zt  co  ,    donne  tang  2Cî  =  lang2/>,   d'où  rr  =  ^>   (,ii 
/' •  Le  point  y^i  —  z-  décrira  l'une  ou  l'an  Ire  des  hranchcs  «le 
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riiyperl)ole,  suivant  que  le  radical  [)ailira  tle  zéro  avec  la  valeur 
-h  I  ou  avec  la  valeur  —  i . 

La  Hgure  ci-jointe  (//:,>.  io5)  indique  la  distribution,  daiis  chaque 


l'-ig 

.     lOJ. 

y 

-K 

-.i,"K' 

B3              .ï  K-»3 

7K- 

*i* 

B" 

-  + 
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-  + 
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c 

B       l'r" 

B" 
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^^ 

A       ; 

A" 
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B' 
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iK' 

c       B 

X          C.    3K- 

K' 

rectangle  de  dimensions  4  K.  et  4K',  des  diverses  valeurs  de  n  qui 
correspondent  à  une  même  \aleur  de  la  fonction  en  a. 

Si  n  parcourt  une  des  courbes  renfermées  dans  le  rectangle 
OABG  ou  dans  le  rectangle  OA'B'G'  {fi^-  io4),  on  voit  aisément 
que,  pour  p  aigu,  le  point  ^i  —  z-  décrit  la  partie  inférieure  de  la 
branche  de  droite  de  l'hyperbole,  c'est-à-dire   que  cnzt  est  de  hi 

Idiinc   i^'-  —  ///'-.    Pour    l'angle    obtus  p -\ — ^)  correspondant  à   la 


même  hyperbole,  y  i  —  z-  décrit  la  partie  supérieure  de  la  même 
branche,  et,  par  suite,  ç.nu  est  de  la  forme  ^'-H-  ih-. 

De  l'équation  cn(rîK  ±  11)  =■  —  en;/,  on  conclut  que,  dans  les 
quatre  rectangles  qui  composent  le  rectangle  BB,  Bo  VJ'  [fig.  io4), 
les  signes  sont  respectivement  contraires  à  ceux  des  cjuatre  rec- 
tangles qui  composent  BB'j  B'  B, . 

L'équalion  cn(  ai'K'di  11^:=^  —  cn«  montre  qu'il  en  est  de  même 
pour  les  rectangles  qui  composent  BBsBjB',  et  que  les  signes, 
dans  le  rectangle  BB"B'"  B3,  sont  les  mêmes  c[ue  dans  B  B',  B'B,. 

On  voit  que  en?/,  comme  snzf,  parcourt  la  série  eomj)lète  de  ses 
^aleurs  dans  l'étendue  d'un  rectangle  de  dimensions  4K.  et  2  K', 
et  que,  dans  deux  de  ces  rectangles  composant  un  rectangle  de 
dimensions  41^  et4K.'>  les  valeurs  égales  sont  disposées  symétri- 
quement par  rapport  au  centre  B  de  ce  dernier  rectangle. 


FONCTION     lu  II.  I  ■)  } 

l!20i'.  Des  propiich'S  dos  ruiiclions  su //,  en//  ic-siillciil  iiniiK'- 
(lialcmciil  celles  de  leur  f|ii()lieiil,  qui  forme  mu'  iiotiNcllc  lonclidn 
rlli|)|i((iic.   ;inalo£^uc  à  [;i  l;mi;(Mil('  circulniro  : 

z  sn// 

Les  valeurs  de  //  pour  k'S(}uelles  la  loiieUoii  In  n  reprend  la  même 
valeur  sont  celles  pour  lesquelles  les  deux  fonctions  sn/t,  eu  « 
reprennent  des  valeurs  respectives  soit  égales  et  de  même  signe, 
soit  égales  et  de  signe  eonlraire. 

Or  on  a  [1^289  et  1:292) 

sn«  =:  sn[2///Iv  -f-  2///RM-  ( —  »)'"«], 
en  //  =  (  —  I  j  '" "^"  en  (  2  /?/  K  -i-  2  ni  K'  ±  «  ) , 

le  signe  ±,  dans  la  dernière  formule,  pouvant  être  choisi  à  volonté. 
En  discutant  les  formes  communes  aux  valeurs  générales  des  arcs 
correspondants  à  -hsnu  et  à+enu,  ouà  —  snu  et — cnu,  on 
trouvera,  pour  la  formule  générale  des  arcs  qui  répondent  à  une 
même  valeur  de  tn/;, 

tiîM  =  tn[2/«K  -+-  -î/iiK'  -+-  ( —  i)"  a]. 

On  a,  d(^  plus, 

tn(  —  u)  =  —  tn«, 

tno  =  tn(2/«K  4-  2«/R')  =  o, 

triK  =  tn[(2/«  +  i)K  H-  2«/K']  =  co  , 

±1 


tn(K  -f-  iK')  :=\n[[2in  -\-  i)K-\-  [':>.fi  +  i)iK']:=  —' 
129o.   Il  nous  reste  à  étudier  la  fonction 


Y  I  —  /^  z-  =  \  am  te  =  dn  11. 

On  démontrera,  ahsolument  comme  on  l'a  fait  pour  la  fonction 
en//,  que  dnu  est  une  fonction  uniforme  de  u  dans  toute  l'étendiu; 
du  plan.   On  a  ensuite,  à  cause  de  la  svmélrie, 

dn  [ —  Il   =z  ~\-  (In  //. 
Pour  délerminer  mainlenaiU  la  périodicité  de  dn//.  remarquons 


r54  I.IVRK    VI.    —    <;ii\i'.    III,  ^   IV. 

(|iir   les  \alcuis  de  II  qui  font  l'eprendre  à  dnu  une   même  xalciir 
<liu/o  doivent  être  comprises  dans  celles  que  donne  la  ronnulc 

Il  =  2wK  -f-  2///K'  db  [ —  ')"'"o 
cl  pour  lesquelles  su-//  =sii"-«o'  La  j)rcmièi(' s'obtient  en  liiisaiil 
pr«''C<'Ml('r  le  chemin  C,  (jui  donne   la  valeur  //„,   du  parcours  allei- 

iialil  des  d<'U\  cou I ours  (■It-mcntaiics  (  H-  y  ]■>   f  —  --  j  »  ré|)élé  /i  lois, 

plus  (lu  paicours  alternatil des  deux  contours  éléinenlaires  (-hi), 
—  1  ),   répété  m  —  n  fois.  Donc  le  radical  y'i — A- c-  aura  changé 
/i  fois  de  signe,  et,  par  suite,  il  aura  été  niulli[)IIé  par  ( — i)";  on 
aura  donc 

tlll['2/«K  -r-  ?.///■  Iv'dz l)'"«(i]  =  ( —  i)"du  (±  //„)  :=  ( —  l)"(ln«o, 

ou.   plus  sim])leinent, 

dii[?.///K  -r  trt/K'dz  II)  ■-=:  ( —  i]"i\nit. 

Kii  remplaçant  tour  à  tour  «par  iJi  et  par  ■>.«  +  i ,  on  en  tirera 

ili\[imK  -+-  4/"'K'±  II)  =  du  II, 
dn[7.mK  -+-  '  /\n  -+-  ■?.)iK'zt:u]  =  —  duit. 

Mu  paiiieulier, 

diiw  =  dn( —  u) 

=  dn  (  2  K  H-  M  ) 

=:dn(4/K'  +  «) 

=-  —  d 11  (  2  /  K'  H-  Il  ] . 

La  fonction  dnu  a  donc  pour  périodes  aK  et  4*l^^'- 

r.orsfjue  :t  et  «  parcourent   l'un  l'axe  des  a:  positifs,    laulrc    le 

(  licmiii    ()  vue   {/ig-    loi),    de   z=o   à  r^^-,   on    de    «=0   à 
Il  zr=K  -h  t  K',  y'  i  —  A-  ~-  ^  arie  de  -h  i  à  zéro  ;  de  z  =  -  à  z  ^=-i- y:  , 


ou  de  «<:::=  K  -r  ilv'  à  //  =  -i-  /K',  y/i  —  A-  --  est  de  la  forme  —  i/i- 
et  varie  de  zéro  à  —  /oc  .  De  z  =  -f-  oc  à  -  =  -4-  t:c  , 

^i  —  A'-z-= — /  y  3-  —  I  =  —  /:x> 

l'- 
est nniltiplié  par  e*  ='3  f't  devient  =  H-  ce  .  Donc  on  a 

dno  =:  I , 

dn  (K  -i-  Hk  ]  ^:=  o, 
dn/K'^^^  ^  co  . 


Kt)N  CI  1 1>  \  (In//.  1  ,  ', 

Si  -  ;i\;ul  r\il(''  le  point  -\-  i   on  |)0>Siinl   (lu-tlc.ssniis ,  on  iiur.iit,  tu, 

pour     .-    =    7»    //  irrz:   |\    /K',     i'I    \J  l  /.  -  7  -  il  II  IM  l"  t    |)lis,    ;ill    (llh'l    (Ic    ic 

point ,  (le-;  \  ;il(>iiiN  il<'  l;i   (oiiiic  --!■-  ili'- .  1  );ins  (■<•  eus,  on  iiiiiiiil  en 
tlii    K  —  /  Iv'  ]  =  o,     du  ( —  /Iv'  )  =;  —  ao  . 

l.ors(jnc  ::  ticcril  l'axe  des  }   positifs,  du//  x.iiic  de  -f-  i  ;'i  -f- ce  . 

Lo  loni;  des  axes  négatifs,  dn//=r:dn( — u\  rc|>iciidia  les  nièini's 
\aleurs  que  ci-dessus. 

T.orsqiie  -  décrit  un  clicinin  iccl  ilii;ne  //;'/',  y/'i  —  h'- z-  décriia 
la  nu'inc  li\  pcrliolc  éqnilatèrc  (pie  ^i  —  z-  et  se  déplacera  sui\aiil 
lune  on  Taulre  des  deux  hranclies,  sni\ani  (pic  ^  i  —  k- z-  partira 
de  O  a\ec  le  signe  +  ou  avec  le  signe  ■ — . 

On  verra,  comme  pour  la  fonclion  en//.  (|iic  la  distrihulion  d(  s 


-K* 

J<"K' 

K' 

—   4- 

--• 

+   + 

4-    - 

-1 

0 

+  + 

-K- 

£K' 

R-(- 

K.' 

signes  des  valeurs  de   du//   dans   cliatiuc  rcelangic  de  diiuen>ioii- 
■>.  Iv  et  4K.'  est  indiquée  par  \?\.fig.  io(). 

Ici,  dn«  parcourt  deux  fois  la  série  complète  de  ses  valeurs  dan.> 
rintérieur  d'un  rectangle  de  dimensions  o,  K  et  ^iW. 
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CHAPITRE  IV. 

DES   FONCTIONS  ELIJPTIOUES. 


IIÉDUCTION    r»ES    INTÉGRALES    ELLIPTIQUES    AUX    TROIS    FORMES 
NORMALES. 

1296.  Disparition  des  puissances  impaires  (Je  x  sous  le  radical 
dans  les  iiiU'grales  elliptiques.  —  On  donne  le  nom  général  (ï inté- 
grales elliptiques  à  une  classe  de  transcendantes  provenant  de 
rintégralion  des  difTérentiellcs  de  la  forme 

/étant  le  symbole  d'une  fonction  rationnelle,  et 


V'X  —  y/A.r*  H-  Ji,f>  -+-  C./.--  -\-  D.r  A-  E 

désignant  la  racine  carrée  d'un  polynôme  du  quatrième  ou  du  troi- 
sième degré,  dans  lequel  on  suppose  que  les  coefficients  A  et  B  ne 
s'annulent  pas  à  la  fois  et  qu'il  n'existe  aucun  diviseur  carré  de  la 
forme  [x  —  a)-;  autrement,  le  polynôme  sous  le  radical  pourrait 
s'abaisser  au  second  ou  au  premier  degré,  ce  qui  ramènerait  au 
cas  traité  dans  le  n°  427. 

En  raisonnant  comme  on  l'a  fait  dans  ce  numéro,  on  voit  facile- 
ment, quel  que  soit  d'ailleurs  le  degré  du  polvnôme  sous  le  radical, 
que  le  calcul  de  l'intégrale 

//(.rVx)./.r 
peut  se  ramener  immédiatement  au   calcul  d'intégrales  de  fonc- 


in';i)  rcTio.N  i»i;s  i  n  té»;  u  \  i.i:s  i:i.i.i  i- r  louKS.  iS; 

lidns    raliomicllcs    cl     (riiil('i;r;il('s    dr    l'une     îles     (iinilic    loi-iiifis 

7x'      j   ~si\  '      j(..--a)^x'     j  :.f-«)«v/x' 

les  exposants  ///  cl  ii  claiil  ciilicrs  et  posilils. 

Occiipons-iious,  j)Our  commeneer,  de  la  première  de  ces  formes, 
<jui  est  la  plus  simple,  et  clierclions  à  la  transformer  de  manière  à 
l'aire  disparailrc  sous  le  l'adical  les  puissances  impaires  de  la  va- 
riable, comme  nous  l'avons  fait  au  n°  428  pour  le  cas  d'un  ]ioIn- 
nôme  du  second  degré. 

1297.    T lansfovuiaLion  du  premier  ordre. —  Nous  nous  propo- 
serons d'abord,  à  l'aide  d'une  transformation  rationnelle  du  pre- 
mier ordre,  de  la  forme 
,  ^  p  +  ur 

I  x  =  — ^, 


(lua- 


de   ramener   l'intécrale   j  -^^5  où  X    est    un  iiolvnùme   du 
Irièine  degré  à  coefficients  réels,  à  une  intégrale  de  la  forme 

-  f---' 
où 

est  la  racine  carrée  d'un  polynôme  du  quatrième  degré  ne  conte- 
nant que  des  puissances  paires  de  7  ,  et  cela  de  telle  manière 
qu'aux  valeurs  réelles  de  l'une  des  variables  x,j  correspondent 
des  valeurs  réelles  de  l'autre.  Nous  verrons,  de  plus,  que  l'on  peut 
toujours  faire  en  sorte  que  A-  soit  une  constante  positive  et 
moindre  que  l'unité. 

Les  deux  diflerentielles-^?  -■>  étant  égales  entre  elles  pour 

^/X     m  v/Y 

tout  système  de  valeurs  correspondantes  de  x  et  de  j  ,  doivent  de- 
venir infinies  en  même  temps.  Or  les  valeurs   de  x  qui  rendent 

-^=  infini  sont  les  racines 

Vx 

rt-,,        a^,        (7;,       (7i 


1  )S  1,1  \  i(  i;  \  I.    —   ciiAi'.    I  V.   ^    1. 

tie  réqualiun  \  =  o,  et  les  iiiliiiis  de  —rz  sont  de  même 

-^, -i, +., -4-^ 

Suj)|)()sons  que  ces  deux  séries  de  valeurs  se  corrcspondenl   dans 
l'ordre  indi(|iié. 

La     difi'érencc    x  —  Hf,    devant     sévanoiiii-     en    niènie      leiiip^ 

(iiie  }  H ou  que  i -\- Jx  ^  ,  aiii-a.  si  la  liansfornialion  est   du  pie- 

1  •  I  I  !■  ,  I     -+-    /     '  I 

mier  ordre,    une   e\|)ressiOM  de  la  loiiiie  Z^, ?    el    de    ineinc 

'  I  —  //  ) 

|)f)ur  les  trois  autres  didércnccs  x  —  a^,    v  —  a.t,  .r  —  <i;',   i  —  // ) 

représentant,  à  un  facteur  constant  près,  le    dénominateur  de    la 

lormule  de  transformation  (i).  On  pourra  donc  poser 

h' 

X    <7;| 

[0-2  I    — ■   //.)■  '  f^i  I   /'.V 

Si.  dans  les  deux  formules  de  la  première   lij;ne,   on  fait  d'une 
part  X  =^  Ui,  j  =^  -h  j^  de  1  autre  a- = //, ,  r  =: — 7?  et  que.  pour 
ahrégcr,  on  pose  généralement 
(  1)  '  (t.,  —  a-,  z=:  a, ,.      d'où     (t.j-,  ■=■  —  «,.,, 

r»'-liiiiinatIon  des  constantes  /»,,  /^.  donnera  les  égalités 
,  , ,  a:  —  (7,         /  —  //    I  -4-  /  )  .T-  —  fl.         /  -f-  «   I  —  X-  )■ 


.r  —  fif 

i  -+-  /.  r 

('i 

l  —  /i) 

.r  —  n.. 

I  -+-  y 

j  —  Ar 

I  —  //  ) 

I  —  r 

,^l 


■-1  /.       1  —  //  )  «  ■  1  :>.  /i       I  —  n  \ 


Le>  deux  formvdes  de  la  seconde  ligne  donneront  de  même 
,  „.  .r  —  rt.,  I  —  //     \  -\-  y  r  —  n-,  \  -\-  u      i  —  r 


«2;j  -2        I  —  n  y  «32  ■'        '  —  "y 

Des  formules  (5)  on    tire    d'aliord,    par   addition,    à    cause    dv 

■':ij—  —  «237 


Tii  \  N  SI  on  M  \  I m  \   1)1    l'ii  i: M  1 1,  Il  (luitni 
(  )ii  (Il  lire  cnsiiilc.  par  ili\  i^ioii . 


I  )0 


n   I  -I-  )- 
//   1  —  > 


Iji  r,ii>aiil  Idiir  à  loiir.   dans   ccllo  dernière  éqiialioii, 


=  ai,     j  — 


■r  =  n^,     _v  =  -t-  7» 


(7|2  1  —  /?    I  —  /         f/^;  I  —  n    1  -{-  ^ 

<7,3         i  -h  n    I  -f-  X        .•73;         i  -T-  /i    I  —  A 

(les  deux  égalilés  donnent,  par  Miiilti|)lication  et  [)ar  di\i.»i(>ii. 

■ t'\i"y,         /' I  — "Y' f'iif'iu 

Iji  [losaiil   inaiiilenaiil 


7 
i8 


\"ïz"r,i      '"'^=  v'^^12^3''* 


//  =  y'rt,:;*?.^.,,        A/''  7-^  S^ftlt^i*f 


,  _  /,  „/'  ,   _  ;/  ,/' 


do  II 

!9; 


I  -f-  X         m'  I  -f-  //         n 


m  —  m  n  —  it 


7> 


«  +  ir 


Si  Ion  différenlie  rnno   d:"s  formules  (4^?  pn'S  l'um;    des  <or 
milles  (5),  on  aura 

r/.j-        /.  -  —  .V-         rZ)  <•/'■        I  —  //-         (h 

a  y,  -y.k       [i  —  i'yY        fii%  2         (l  —  ".)')* 

d  (III.  (Il  iiiiillipliaiit  iiKMiihre  à  membre, 


l6o  LIVRE    VI.    —    Cil  A  P.     IV,    §    I. 

On  a  d'ailleurs 


=  A^l  ^«2!: 


i6/l^  (i  —  "j'j* 

Des  deux  dernières  équations  on  tire,  par  division, 


f/.r  I      d) 


en  posant 

I  /Artu«23 

ou  encore,  en  remarquant  que  Ton  a  identiquement 
(12)  tn'^—  in"-=  Oy^a,,^—  a^,ay^-=  Ov^a^-^, 

d'où 

m  — m"  ni'- — ///'^  ^i4<*23 


;i4)  „/  =  s/a— - — 


Ou  a  enfin 


,-/.=/■.=  4^^ 


tii 


I    '1    " 
9.  V  ni  m 

1298.  Cherchons  maintenant  comment  les  formules  que  nous 
venons  d'établir  devront  être  modifiées  suivant  la  nature  des  ra- 
cines rt,,  «21  '^'s?  '^^4  et  suivant  les  valeurs  attribuées  à  la  variable  x, 
de  telle  sorte  que  les  formules  de  transformation  aient  une  forme 

réelle  pour  les  valeurs  réelles  de— ^5  et   cjue   h-   soit  positif   et 

moindre  que  l'unité. 

Si  nous  supposons  i-éels  tous  les  coefficients  du  poljnome  X, 
il  pourra,  relativement  aux  racines  de  ce  polynôme,  se  présenter 
trois  cas  : 

1"  Les  racines  seront  toutes  réelles. 


TU  \  NSl'Olt  M  \TI()\     m      l'UlMIlMI    OliDIli:.  lOl 

2"   Dcuv  soronl  réelles  cl  les  daw  îiiilrcs  complexes. 
3"  Les  quatre  racines  seidiil  eoniiilexes. 

Premier  cas. —  Les  r;ieines  éliiiil  loiilcs  léclles,  supposons  (iiic 
l'on  ait 

Ponr  (itie  le  radie;)! 


V'X  =  v'A  (./;  —  oi  )  (./;  —  a^  )  (.-f  —  «3  )  (  .i'  —  a-,  ) 

ail  une  valeur  réelle,  il  liuil,  si    V  est  positif,  que  x  soit  compris 
cnlrc  Oi  ctrt;,,  ou  qu'il  soit  ou  <^(i[  ou  ^(^Z;. 

[a]  A>o,     flo<.r<«3. 

Dans  ce  cas,  les  lormules  du   numéro  précédent   satisferont  à 
toutes  les  conditions  exigées. 

[P]  A>>0,      •'•<^<'?i   on   !!>''/;• 

Pour  passer  des  formules  du  cas  précédent  à  celles  du  cas  actuel, 
on  devra  clianger  respectivement,  dans  les  formules  du  n"  1290, 

(II,       11,,        r/.,,         a.^ 

en 

«i,        <'/;,        /7i,        a.^, 

et  c'est  à  ces  dernières  valeurs  de  .r  que  corresjîondront  mainte- 
nanl  les  valeurs  de  y 

r  I 

~T  -''  +''  -^T 

Nous  poserons,  en  conséquence, 

•r  —  a^  I  +  «     I  —  )■  .'•  —  <7.  I  —  n    \  -\-  y 

"li  2       1  —  71)  a^i  2        I  —  /?  »  ' 

.r  —  c'.,         k  -Jr-  71    I  —  /  r         x  —  a.^         I,  —  /i    1  ~  /  ) 


«n  2  1  —   71)  C/.y,  i    ^       I    —  f/y 

cl,  en  remarquant  (|uc,   .r  —  <'«,  et  r  —  «.,    devanl   être  de    mèm(! 
siiine,    ainsi   que   1  —  >    et    i  H-/I  ,  tandis  que  a,-,    et  i/.. ,    sont   de 

H.  —  Cours  de  Cale.  ii/Jiiiir.,  IV.  Il 


iGa  Livui:  vi.  —  (:iivi>.  i  v,   ^  i. 

signes  contraires,  il  en  résulte  que   i  H- «  el  i  —  n  doisent  êUe 
aussi  de  signes  contraires,  on  aura,  au  lieu  des  lorniules  (6)  à  (t)), 


<7.  -I-  /7,         a-  —  a.     Il  —  )• 


2  3.         1  —  Il  y 

iii'=\Jai.^a.y^,  in"=\Jn^,ay^, 

I  —  /■         ///'  n  —  f         n" 

I  -I-  /         ni'  «  -h  I         // 


y  ") 


m  —  m  n  -h  n 

m  +  m  n  —  n 

les  formules  (lo)  à  (i4)  restant  les  mêmes. 

[y]        A<o,     r/,  <.r<rt.. 
On  changera,  dans  les  formules  du  n"  1297, 

«J,  (t.^,  r/;j,  «4 

eu 

r/j,       <7,,       o,,        a^, 

auxquels  corres[)ondront  les  valeurs  dej^ 

I  I 

~T  -''  ^''  -^r 

On  aura  alors 

«2+^1         a.,  —  r/|     }  —  n 
1  2  1  —  riy 


in'=:i  V^i:i'''2U      in"=^  V     u"2:J' 


ni'-\-  m" 


=  â\/ — ^ — =v^- 


les  formules  (9),  (10),  (i4)  restant  les  mêmes. 

[0]  A  <^  o,      a^<Ci.r  <^a-^. 

On  changera,  dans  les  formules  du  n"  1297, 
«j,     o^,     r/3,      a.^ 


TU  \  \s  lon.M  \  rioN   m    i'ui;.Mii:u  ohuhk.  ili;? 

en 

a,,        Oi,        /7., ,        ./,, 

a 1 1 \ ( 1 1 1 ( ■  l >  c () lie > I ) ( ) n (I i() 1 1 1 

-V  -■'  ^-''  ^v 

Alors 

<7.,  -f-  <7,  «j  «7.,      }•  77 

il-  =  '-    H '- , 

2  2  I  —  //^ 


les  autres  formules  étant  les  mêmes  qu'au  numéro  préeédent. 

1209.   Deuxième  cas.  —   Supposons   maintenant   que    léqua- 
lion  X  :=  o  ait  deux  racines  réelles  «i,  n.,,  où 

<7,<;<7;, 
et  deux  racines  complexes  (conjuguées) 

a.,  =  ^'-  —  ///,     «3  =  g  +  il' y 
Il  étant  positif.  On  aura  à  considérer  les  cas  suivants  : 

[î]         A<:^o,     (i^<:^x  <^a^. 
Su[)posons  qu'aux  valeurs  de  x 

»i,         «I,         «4,         «^a 

correspondent  les  valeurs  àc  j 

-V  -^'  -^''  -^r 

On  remplacera,  dans  les  formules  du  n"  129G, 


r/,,         «,,         <7,,         r/.. 


«2.         ''*fi.         ''';.         «^'j 


iG'i  1. 1  vHi:  M.   —  cil  \i>.   IV,  55  I. 

<;l  Ton  fera 

.,.  —  a,  I  —  n     I  -+-  r  r  —  r/.^  i  -4-  /'     i  —  1 


a,         J,  —  n    I  -4-  /  ) 
-î/i        I  —  //  ) 


2         I  —  n  y 
<7.j        fi  -\-  n    I  —  ^  )• 


iVoh  Ton  lirera,  comme  :ui  11"  1297, 


/■  —  i \  -  _  «m" y,         /'  —  ^^\  -  __  ^i^'jn 


Si  l'on  pose  iiiainlenanl 


V7  7    =  V»  2       ~    ' 


m'=^'ai3a,!,  =  '/e'\      m"r=  ^/«,,fl3i=  7e   '\ 


u'^S^^^a-y,  —  ■/,  fi"=z  V^rti2«i:i  =  y", 


on  en  liieia 


/ 


/;/ —  ///'         /  t;iiii;0 

Il  vienl  cnsuile 

n.  -h-  ('s         Cl.  —  <7,    r  —  '/ 


n  -^  II"         y  H- V 


1  2  1  —  II) 


X  =  A(«i4«,3;' 


,1  —  "fY 


I  —  ''.'  j* 


doù 


r/x*  4  / 


r/) 


\  cause  de  ridenlité  (  I  2  ) 

ay^a.^^^=  '^i:i'^2i  —  ^i2'^3i^=  '"  '  —  "'"'  =^  2 /y-  sin:». C/, 


11  vienl 


I  K  \  \- FOI!  .M  V  rii)\  m    imm;mii.  n  oiiinu:.  i(i) 

Don.' 

(l.r  I  fljr 


VX        v-A.ysii.^.  V.'-j')(i->i-V*) 

Pour  rimicnc)  l:i  (lilTérfiiliclIc  du  second  membre  à  une  didéreii- 
liclle  (le  nièiiic  ruriuc  dans  hujncllc  la  (|iianlité  analogue  à  /. -  soit 
posili\e  et  <^  i,  jiosons 

(I  on 

tir  (h 


en  faisanl 

1  —  /.- 
<  )n  aura  donc 

(Ir  1  r/z 


V'  X        y  y/  —  A   y  ;^  i  —  ^^  )  (  i  —  '^^  "'  ; 
I,a  lran-;formation  revient  ainsi  à  poser 


=  siiii/,      cl  on      >•  =^  -^  coS'j, 
a.  A-  ((,  n.  —  a,      //  -t-  cos a 


«  C(  )S  î/ 


ee  <|ni  donne 


S^X        7  v'  —  A  \!  I  —  /-^  sin-  o 

[?]  A^o,      .f<;rt,   ou  '^n.^. 

On   remplacera,  dans  les  lormules  du  n"  1297, 

«,,        c/,,,       «(,       r/.. 
par 

correspondant  aux  valeurs  dej' 

l,es  expressions  de  ///'.  ///'.  //'.  //'  restant  les  mêmes  que  dans  le 
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cas  précédenl  (e),  on  aura 

m'—  m"  v"—  v' 

k  =  —- =  i  iixiMi,  0,  71  =z ~  . 

m  -+-  m  '  y   4-  7 


X  A-'/ii^'/aa     I  —  j-2)(i  —  li-j 

En  remarquant  que  l'on  a 

il  viendra 


V/X  ^  A  .  7  COS  0    y/  ^  I  _  j:i  )  (  ,  _   A-^  j-:!  ; 

Si  l'on  fait  maintenant 

h' 


j  =  —  v'  I  —  z-,      /-■-  =     _  ^,  =  sin-  5, 
on  en  tirera 

(l.r  I  ^/3 


v/X        7V'A  sJ\i  —  z^)-^\  —  Pz^) 
La  transformation  rc\ient  ainsi,  pour  z  =  sin^,  à  poser 
/-/.-+-  <7 ,        (7 .  —  n.    /?  -t-  COS  a 


2  2         1-4-  «cos'^ 

ce  qui  <Ionnc 

dx  I  d'il 


v/X        vs/A  v/i—  /--sin^i- 

1300.   Troisième  cas.  —  Les  qnalre  racines  <7,,  «2»  '^s»  "4  sont 
•complexes,  et  A  est  nécessairement  positif.  Posons 

n ,  =  g\  —  /A, ,      r/;  =  ^' ,  +  /// , , 
«2  —  A'o  —  i^'2,     «3  =  ^'2  +  ^^h, 

■l'A  soit,  comme  au  n°  1296, 

.r  —  f/,  k  —  rt    T  -!-  /  )'  X  —  <7.  /  -i-  /?    I  —  /  r 


.r  —  a^         I  —  7?     1  +  )  '■  —  n ,,         i  -h  fi     i  —  r 


r  u  \  \  s  I  (I  u  M  \  I  I  (1  N   1)1    l'it  i:\ni:  Il  ouititi;. 
<  )ii  (Il  (l('(liiii';i,  comme  [Mccéticiiimciil, 


cl,  on  j)osanl 

VV7  =7,  — ^'  ~    ' 


il  vlcndia 

v'-v"  n'—n" 

/.  =  ^, — -^- ,      n  — „  =  /  tang  h . 

y  -h  y  n'-hn" 

On  a  ensuite 

<7:,4-  «->  fi^ —  fil     y  —  n 


2  1  \  —  Hj 

clr^  séc-  h[P-\-  tans'  ^^  1        ^^>  ' 


séc-^  <y  f  /^-^  H-  tang'  ^/;   ( ,  _  j^  )  ( i  _  X-^.;>  "^ ) 

X  =  A — -T-r, ■ -T 

x'oh-  [i  — «Jj 

d'où,  en  faisant 

iy  =  z 

et  remarquant  que  «n «23  =  —  ^ftJ'ii 


(Ix  I      /  idy  /      k  dz 

Soit  maintenant 

c=:tansfy,      d  où      c/3  =  V^»      i +  :;''=:  —  ; 

°'  cos-'j  cos-';> 

les  formules  de  transformation  deviendront 

,     tango  —  tang</  ,  ,  ,, 

.r  =  -,  —  // , ^^ ^^  =  -,  —  //,  tang  V  —  ^>  , 

""         -  I  -j-  tans*  tauii^        *"  ^    '  ' 


././■  _     I      k  do  __     I     k  do 

yX  "  V  A//,/;o  ^cos^o  +  A-siii^'p  "~  V  A//,//,  y/,  _  /?'*"iin^' 
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OÙ 

1301.  Si  niainlcnant  X  esl  un  polvnùnie  du  troisième  degré,  on 
ourra  le  considérer  comme  la  liinilc  du  polynôme 

X  =:  A(<7,  —  x]  [o^ —  .r)  («3 —  -r ;(rti —  'i:) 

=  A<7.  (<7,  —  .r)  («2 —  :>:]  [a^ —  .r]  (  l j  » 

dans  lequel  on  aura  remplacé  Aci;  par  A,  puis  fait  fendre  «.,  vers 
l'infini. 

Premier  cas. —  Supposons  les  racines  «,,  rtj.  a^  réelles  cl 

«l<«i<'''3- 

[«]  A  ^  o,      a.,<ix  <^a:^. 

On  prendra  les  formules  du  n"  1207,  en  y  faisant  « ,  =:^  :o  ,  ce 
qui  donne 

I  /  /'•'I2  I  «    /"l2 

1  H-  /  V   <'\%  I  -t-  «  V    «,3 

^«13+ yV/ia 

/7.J  +  «,  flj <7.,      1    À- 

or  =  -^ -\ • ;—  ? 

■2  2  1  A  r 

f/.r  T       f/r  1  /A<7,;j  ,        /T        /  »      ,  W\ 

y/X  '"   v'Y  2   V        / 

[5]  A>-o,     — co  .  .  ..r.  .  .«,. 

En  faisant  «,=  oo  dans  les  formules  {[i))  du  n"  1298,  on  a 


2C  , 


r  K  V  NSIdU  M  \  I  l'>N     1"      l'I!  IMIIIt    Mi;l)lti;.  I O9 


de    _    I     <■/»•  I  .    /^»n 

7x  "  "'  v'Y 


I       /A«. 


(Jn  li-(>ii\{! 


[y]  A<o,      ^',<  '•<":• 

1   -+-   /  V     «13  »    —  '' 

/.—   _,     —    V^^13—  V^23  , 


2  ■-?.  I  H-  ^,' 

— —,       m  =  1  \  —  A   \a..,  -4-  \>t.,,   • 

VX        '"  V  Y 

[o'j  A<o,      «;;<•'•<  ^20. 

()ii  ;mia  alors  

,_/        A,, 

I  +  A-        V    «1:, 

S  X        "'  V  Y 

Dcuxu-mc  cas.—  f.a  racin.>  a,   est  réelle;  a,  et   r/,   sonl  com- 
l>lo\es   : 

[r  A<n,      r/i<C'^"<  +  ^  • 

En  opérant  comme  an  n°  l'ini).  on  Ironvcra 

/  -f-  1/  -^'ri 
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d'où,  en  posant  rt,o  =  '/e~-''^.  (ir.\  =  '/e'-'\  il  vient 

I 


/  tane  6 


On  a  ensuite 


/ i  -t-  y  1  -i-  r 

•^  =  «1-+- V"i2<'i3 =  «1  +  7 ^: 

I  — _>  1  —  )• 

(Ir  I     (/y  . 

— =  ^ 'r^i      m=\/ — Ay.sin5. 

V^X        '"  vY 


En  posant 


ff.r  I  f/z 


V/X         ^—  Ay  \[i  —  z-)[i  —  y.-z- ) 

Donc,  en  faisant 

„   >  '  —  fosa 

3  :=  Sin  'f,       d  ou      X  z=  «j  +  y 5 

I   -\-  COS'jJ 

on  en  tirera 

(l.T.  I  d'f 


V'X        v'—  A?  v''  —  •''-^sin-'^ 

[-.]  A>0,  —   -JO<.,;<«i. 

On  trouvera  de  nit'me 


=  — -^      n  =z  —  I 


/  -f-  I 
d'où 

I  — jr 


.r  =  a 


1  —  7 


rl.i-  I     «-/r  , . 

—^  =  —   —  »      m  ^ri/AvsmS, 
V'X        '"  v^Y 

ou,  en  posant  j'  =  —  coso,  z  =  cosO, 

I  +  cns'->         f/.r  I 


.r  =  a,  — 


1  —  7 


I  —  cos 


?        yX         \^A'/  yi —  /-^sin-ç 


1302,   Transformât ioji  du  second  ordre. —  Dans  le  cas  où  les 
quatre  racines  <7,,  «o,  «s,  «s  sont  réelles,  on  peut  obtenir  des  for- 


I  H  \  \  s  i()  Il  M  \  r  I  (I  \   m    siicoNi)  oiiDui;.  jji 

nulles  un  peu  plus  siiii|ilcs  en  ciiiiildN  mil  l;i  Iriiiisluriii.il  imi  du 
second  ordre,  (jui  consisle  à  éliililir  une  ichil  inn  du  prcMiiii  dcj;r(' 
entre  .r  el  le  earrc- 

s  z=  y- 

<le  la  \:iiial)le    )    <|iii  doil   rem iilaccr  .r. 
Si  Td!)  pose  >-=.v,  la  diUt-renlielle 


j)rend  la  foriiie 


fh 


V/S        s/s{t  —  s){x—/.'^s) 
dx 

7x 


<  Jicrelions  à  ramener  la  (lidV'reiil  lelle  — rà  la  loinic 


I     r/v 


'"  i;'s' 


en  établissant  une  l'elation  rationnelle  du  premier  degré  entre  x 
€t  ,v  =  j  -  =^  sin-(j). 

Supjjosons  d'abord  le  polvnùme  X  du  (piatriènie  degré. 


[I]         A<Co,     c/i<^.r<^rt2- 
Aux  valeurs 

<jui  rendent  —  infini,  faisons  correspondre  les  valeurs 

I 

s  =  o,     I,     -,     oc. 

On  pourra  poser  alors 

.V  .r  —  /7,         I  —  .V         .T  —  «.,  I  —  />-s         .r  —  «3 

/y,  .r  —  a.^  Ù2  X  —  «i  '  h^  X  —  «4 

d'où,  en  faisant  .v  =  i ,  puis  ^  =  o,  on  a 

I  (712  I  f^l\  I      '^31 

^1  «i2  ''''2  '''il  *^ï  '^'.1 
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et  par  Miitc 

a.^  x  —  /'/,                           <7. 1   .r  —  (7.,                                fl.  [  .7"  —  a . 
s  =  — -    ,         I  —  s  =z  —^    ,         I  —    /  -  ,ç  r=       -    ■ • 

ïyà  (lernièrc  de  ces  équalions  donne,  en  laisaiil  v  =:  i ,  x=  Hj,, 
_  p  _  /Jî  _  ^  ^  _  ^'V'"r.^ 

d'où,  en  \erlii  de  ridenlilé  (f\:i(^i.i;  —  (' \  •.'^'2:!=  "i.i'^'.t'.? 

/.-  = 9 

([uanlité  é\i(lennnenl   po-^ilive  et  <^  1    si   Ton  suppose 

el  [)ar  suite  x  el  .v  croissant  dans  le  même  sens.  On  a  alors 

(7|  c/^v  H-  n.^fi^.yS 


V 


I  Joue 


"  1;  +  ('m" 

a^Ax  —  o,^ 
(/.r  =  as. 

ai  j  (V^i    (-r  —  «1  ^  (  ■»'  —  a,  ]  [jr  —  <7.,  '! 


^  .r  —  a;  ]  " 


^7  •.'''>•. 


et  par  suite 


^1  i'''i:t     —  A!  .r  —  «;  r*  ' 


(f.T 


f/s 


\/X         v' —  Ar/,.jr/2^  \/S 


r/.» 


La  difiercnlielle  —=  sera  donc  ramenée  à  la  forine 


-I  1  on  pose 


'■'i)i  +  "  iî  SUl^'j* 


'"  ^  S  —  Aai;j<'/.2n 


TU  \NS  l'(>li  M  \  I  I  n  \    1)1     SCCO  \  Il   OU  I)  Il  i;. 


i:l 


jll]  A  •<  (),       «:,<'.;<;  r/.,. 

l'oiir  (jiio  la  liaiisldriiialioii  sdiI  iccllc,  il  laiil  <jn"aii\  \alfias 
«le  .r  comj)rises  ciilrc  r/;,  e[  (/■,  corrcspondfnl  des  valeurs  réelles 
do  o,  et  |iar  siiilc  (|ii("  s  zzz:  siii'O  soil  conipns  ciilic  o  cl  -t- i  .  Il 
laiil  (loue  (juà 


on  lasse  coiTcs[)()ii(lie 


.ç  z=  o,      I,     7'    ^ 


On  <]e\ra  donc  eliaiigor,  dans  les  formules  [)r('e('denles,  les  indices 

I,    2,    3,    4 
en 

3,    4,     I,    2, 

ce  qui  donne  les  mêmes  valeurs  de  A-,  /.'-,  ///  {|iie  ])i('c('(lenimcnl, 
avec  la  valeur 


</o.  —  a-,.s 


r^ov  —  «ijv  sin-  -j 


[III]  A  =z  o,      .j'^,-/,   ou  ^  <-/;. 

Il  laudra  changer,   dans  les  lorinules  [1],  les  indices 

I,   ■).,   3,  4 


en 


d  ou 


4,    I,   2,    o. 


fi'-  r=   ■ 5         />    ' ; 


a.n.rt —  n.,rr,.  sni-'j 


'  1"  —  '*3  *'  1 


a,-,  —  «|.  sin-o 


l    nui      V  ,  - 


[IV]  A>o,   '/.<■'-■< ''3. 

On  changera  les  indices 

I,   'i,   3,   4 
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(le  [I]  en 

2,    3,   4,    I, 

ce  qui  donnera  pour  Z-,  h'-,  m  les  mômes  valeurs  que  dans  [  lïl], 
avec 

X  =1  -^ '- '-  • 

«1:,  —  «2:t  sill-'J 

1303.   Dans  le  cas  où  X  est  du  troisième  degré  el  égal  à 

A  (  <7i  —  •■'-')( «2  —  ■■'")(  ^'3  —  -^  )  1 

il  suflira  de  l'aire  dans  les  formules  précédentes  les  mêmes  cliange- 
menls  que  pour  passer  des  formules  du  n"  1290  à  celles  du  n"1300, 
ce  qui  donnera  les  formules  sui\antes  : 

[I]  A  <C  o   ,   <■/,  <^a:  <^  r/,. 

n       "^^        /'•>       "-^-^  I \ 


a 


i;i 


X  =^  a^-T-  «12  sni-'^. 


[Il]             A  <C  o,      <7.  <^  j:  <^  H- X 
Mêmes  valeurs  de  Â-,  A'-,  m  que  pour  [I]; 
«3  —  /7,  sin-o 


I  —  sin'^  ^ 


[III]         A>o,      —:o  </•<«,. 


.r  ^  c/.,  — 


[IV]  A>o.      ./2<.^-<^-a. 

blêmes  valeurs  de  h-,  A'-,  «i  que  pour  [lU 


^«c/is—  ^/|  «os  sin  'i/ 


ni;i)i  CTio.N  ni-   i.' i  \'ri':(i  ii  \  1. 1:  fl'{.c,^/\)f/j:.  i-^> 

I3()i.  IW'diictioii  (1c  linlrij^idli'  J  V  \.x\  \^\)  dx  aii.i  trais 
/ormes  iioriiuilcs .  —  On  coiDiuciiccru  ,  en  opciaiil  coninic  au 
n°  127,  par  inelUc  l'expression  diirérenlicllc  F  (a:,  \l\.)dx  sous 
la  lonne 


[.(..■)^^ 


,lx. 


9)  (a:)  clifîfa:)  élantdes  fonctions  ralionnelles  de  .r.  Nous  n'aurons 

à  nons  occuj>er  que  de  la  j)arlie  ^  ^s-d.r. 

\^ 

Si    la    Iransloriualion    du   second   ordre    est   a[)plical)l(.'   |  1302], 

clic  ramènera  immédiatement  cette  dilli  renl  lellc  à  la  forme 


/isnro    — , 


y  étant  le  sio^ne  d'une  fonction  rationnelle,  et  Acp  désif^nanl  le 
radical  \^\  —  Â-sin-o. 

La  transformation  du  premier  ordre  ramènera  la  même  expres- 
sion à  la  forme 

)  représentant  une  des  trois  quantités  sin^p,  coso,  tang''^.  La  fonc- 
tion rationnelle  yJ^^'^  pourra  se  mettre  successivement  sons  les 
diverses  formes 


/."  Z^'  '^i'  •••  désignant  des  fonctions  rationnelles  et  entières.  La 
fonction  se  trouve  ainsi  décomposée  en  une  fonction  paire  de  y  et 
une  fonction  impaire  de  la  formej  c>(j>  -). 

Cette   dernière   fonction,  étant  multipliée  par  — ^  ?  donnera  une 
difrérentiellc  qui  s'intégrera  par  arcs  de  cercle  et  par  logarithmes 
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[427  el  siiiv.  i,  en  posant, 


pour  r=:sin'j,        z^^cof>'j,     d'où     n'y-]- ^  =  — n  3- )---__ 


(h 


/-^3^ 


pour    1   :=:  COS-J,         3=:sill'J,        d'où      ^[y 


Yfh 


pour    ) ■  =  tangs),      z^cosç^,      d'où      nj(j-)' — -  =- —  Il 


(h 


n  (IcsignanL  une  ronclion  ralionncllc. 

La  fonction  paire  dej  peut,  dans  les  trois  cas,  se  mettre  sous  la 
ibnnc  d'une  l'onction  rationnelle  de  sin-o.  On  est  donc  toujours 
ranaenc  à  une  dilïVM'cntielle  de  la  (orme 

/'(sin%)-^ 

Par  la  décomposition  en  fractions   simples,  cette  fonction  pio- 
diilra  des  termes  compris  dans  les  (piatie  formes  suivantes, 


A  (l-j 


.\rh 


\'j  14-/'  siu'-o    A-. 


A  sin-''?  fl'j 


Xflro 


Il  siu-ç/ :'/A'j 


A  .  Il  étant  des  constantes  quclconcpies,  ct/>,  y  des  c\[)Osanls  entiers 
que  nous  pourrons  ramener  à  l'unité. 

I3O0.    I.    (considérons  rinté"rale 


'        ]    \\  -\-  Il  sni--j  ,'/ Ao 


Si  Ton  dilférentie  lexpression 

sin-i  coso  \'j 


I  -+-  n  sin^'j> ]'■'"' 


en  posant,  pour  un  inslant, 
I  -+-  Il  siu- 


la  dérivée  de  cette  expression  sera 

. —  1  •!'  rf  cos-  'j  —  sln-  V  \  A-  »  —  /^  sin'  o  cos-  o  1  —  2  m  sin-  o  cos'-  o  A-  o' . 


IIICDUCTION    DK    l.' IST  ÉiiR  MAI   f  F  {.r,  [/S.)  (U.  1-7 

En  oitlonnani  siii\aiit  les  puissances  de 


1  —  * 
t= =r  —  sirrïi, 


la  cjiianlilé  enlre  jiarcnllirscs  devient,  après  quelques  réductions 
faciles, 

•>.r  1  I  -^ +  _      ._  ;  2,-—  iiH 1 _  1  .1, 


+  ;2r— 2 1 .î.2_   .i;._.3        ,j,3_ 


/r 


Si  Ton  niulliplic  maintenant  par  — — ^ — ,  on  aura,  en  inléiirant  el 
rétablissant  les  notations  primitives,  la  lorniule  de  réduction 


Siri'^  COS'^  Aa 

Cette  formule  permettra  d'abaisser  l'indice  q  de  V^  tant  que 
cet  indice  sera  supérieur  à  l'unité.  Alors  les  intégrales  Vy,A^y_, ,  ..., 
Vo  se  trouveront  exprimées  au  moyen  de  fonctions  rationnelles  de 
sino,  coso,  A'i,  et  au  moyen  des  intégrales 


'       J     [^'^  /isia^y)  Ay 

r  d-j  C'f^xn-'jd-s 


dont  la  première  forme  une  transcendante  spéciale,  tandis  que  les 
deux  autres  appartiennent  à  des  classes  de  transcendantes  plus 
simples. 

H. —  Cours  de  Cale,  in  fin,,  IV.  11 
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1306.   La  formule  de  rédiielion  que  nous  venons   d'élablir  se 
simplifie  : 

1"  Dans  le  cas  où  l'on  a 


"  =  -'•       ^"=/cVs'^/ 


ce  qui  donne,  en  changeant  y  en  y  +  1 , 

(')  i  I  oM^xr  sinyA'^ 

—    2<y  —  3    /■  V,^_,  =  — J-^^  , 

formule  qui  pcrmel  d'ex|)riincr  ^^/,V,/_,,  . . . ,  A  ,  au  moyen  des 
deux  intégrales 


et  de  fonctions  rationnelles  de  sin-s,  coso,  A'j. 
2"  Dans  le  cas  oi^i  l'on  a 

ce  qui  donne  la  formule 

en  vertu  de  laquelle  on  exprimera  V^,  ^^/-i  •  •  •    1  Vj  au  moyen  des 
deux    intégrales  Vq,  V_i   et   de  fonctions   rationnelles   de    sincj), 

cos^,  Ao. 

1307.   II.   En  différentiant  de  môme  l'expression 
sin-/'~-''j  cos'j  A» 
et  intégrant  de  nouveau,  on  aura,  pour  l'intégrale 

r  s'in^  Pfd'f 

la  formule  de  réduction 

(î;.-i)/^U,,-(o.p_2)(i4-/-^)U^._,  +  (2p-3)U/,., 
=  siu^'^~^  f  cos  'f  Ay, 


niancTioN   i)i:   i,' i  nti':!.  n  \  r. i:  ,/ K(./-,  \^  )//.r.  ijy, 

([iii  pcnncllra   (rab.iisscr  1  i^xposaiil  /'  jiist|irà  la  valeur  i   lors(|iril 
est  posiliC. 

Si  p  t'sl  ii(''^ali(  cl  ^=  —  y,  on  aura,  eu  cliau^caul  y  on  <j — -2,  la 
loruiulc  (le  rccliictioii  de  l'inlé^ralc 

sa  vol  I" 

1308.   H  est  aisé  de  voir  (jue  les  deux  inlégrales 

I  sur  o  —  -,       I  cos^a  —^ 
J  '   -^?      .'  ^? 

s'expnmcnl  iuiniédiatcmenl  au  moyen  des  deux  intégrales 
On  a,  en  eftet, 

Donc,  dans  tous  les  cas  possibles,  l'intégrale  fF{x,  )fK)dx 
pourra  s'exprimer  au  moyen  des  fonctions  algébriques,  logarith- 
miques et  circulaires,  et  des  trois  transcendantes 


«.'Oii/O  t/o 


cl^^ 


i  H-  rt  sin-'^l  Ay  ■ 


auxquelles  on  a  donné  les  noms  d'i/itcgrdles  elliptiques  de  pre- 
mière, de  deuxième  et  de  troisième  espèce. 

L'intégi'ale  de  première  espèce,  que  Legendre  a  représentée  par 
le  svmbole 


F(?; 


Jo      ^9 
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dépend  à  la  fols  de  sa  limite  supérieure  o,  qu'on  appelle  Vnmpli- 
tude,  et  de  la  constante  h,  qui  est  dite  le  module.  Nous  nous  dis- 
penserons d'écrire  le  module  toutes  les  fois  cpi'ii  sera  désigné  par 
la  lettre  A  ;  s'il  est  représenté  par  un  autre  signe,  par  la  lettre  /  par 
exemple,  nous  le  mettrons  en  évidence,  en  écrivant 


^{?J] 


La  même  convention  s'appliquera  aux  autres  intégrales  elliptiques 
et  généralement  à  toutes  les  fonctions  de  l'argument  et  du  module. 
L'intégrale  de  deuxième  espèce  est  désignée,  suivant  la  notation 
de  Legendre,  par 

expression  qui  représente  la  longueur  de  l'arc  d'ellipse  [746,  I]. 

Enfin  l'intégrale  de  troisième  espèce  est  représentée  par  le 
symbole 

no,«=        -- — — ^^— 

Elle  dépend  de  trois   quantités  :  l'amplitude  cp,  le  module  A  et  le 
parainhlre  n. 

Depuis  les  travaux  d'Abel  et  de  Jacobi,  on  rapporte  générale- 
ment toutes  les  fonctions  elliptiques  à  l'intégrale  de  première  espèce, 
considérée  comme  variable  indépendante.  En  posant 


Jo      ^i 


nous  avons  v'u  que  les  quantités  ç,  sin^,  .  . .  sont  représentées,  en 
fonction  de  z/,  parles  notations  ara  h,  snw,  .... 

A  cause  de  d^  =  dnudu,  l'intégrale  de  deuxième  espèce  peut 
se  mettre  sous  la  forme 


J  o  J  0 


en  la  considérant  comme  une  fonction  de  u.  Pour  éviter  toute  con- 
fusion avec  la  notation  de  Legendre,  nous  la  représenterons,  avec 


ni': DICTION  \)i:   u  lyrKr.iwi.i:  fvÇr,^ S. )(/./:.  i8( 

Giidcniiann ,  par 

Enfin  l'intégrale  de  Iroisiènie  espèce   peut   se    incllre  sons  la 
forme 


l'UOPRlÉTÉS    DES    FOIVCTIOIVS    ELLIPTIQUES. 

1309.   Nous  avons  vu  dans  le  Chapitre  précédent  que,  si   i'oi> 
pose 

l'angle  s  =  arcsinz  est  dit  Vamjy/ilude  de  la  variaLle  ii, 

et  que  les  diverses yb/zc/to/z.?  circulaires  de  cette  amplitude, 

sina,   cos-j,    Aç3,    tang'i-, 
sont  dites  lesju/iclions  elliptif/ues  de  la  variable  ii, 

snie,   ciiw,    dn«,    Ini/. 

Ces  notations  supposent  que  le  module  de  ces  fonctions  soit 

la  quantité  désignée  par  la  lettre  k.  Si  le  module  était  représenté 

par  une  autre  lettre,  /par  exemple,  on  le  mettrait  en  évidence  en 

écrivant 

ani  [u,  /),   sn(M,/),    .... 

Si  /  est  égal  au  module  coniplèmeiil.dii-e 

alors,  au  lieu  de  am(«,  h'),  sn(«,  A';,  •  .  .,  nous  écrirons  simple- 
ment 

am'w,  sii'w,  cii'w,   dii'«,    in'a. 
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L'inlégralc  //,  suivant  qu'on  la  considère  comme  fonclion  de 
l'ampliludc  (p,  de  sino^  =  sn«  =  s,  de  cosçp  =  cnzi  =  ^i,  etc.,  se 
représente  par  les  notations 

u  =1  argam  ^  -=  ai'i^  sn  z  =  arg  cm  -]  =  .... 

1310.  On  a  entre  les  fonctions  olliplirpies  d'un  même  ai'gu- 
ment  IL  les  relations 


(0 


sn-'K  -J-  cir  «  =  I , 

/-sii-«  -H  àw"^  a  =^  I , 

<ln'-u  —  ir-cn'u  —  k"-, 

su  II 
tn  u  =  • 


De  l'égalité 

(l-^  =  Ay  .  (lu,      ou     r/ain  n  =  du  u  du 

€l  des  relations  précédentes  on  lire  les  formules 

[  D„  ani  u  =3  (1  n  u,      D„  sn  u  =z  cw  u  dn  u ,      D„  cii  u  :r=.  —  su  //  dn  ti , 

k"^')      \  dn« 

i  D,,  dn«=  —  Pf^nncnit,     D„tn«r:^ — -— . 

\  cn-« 

Si  l'on  fait  tour  à  tour 

/=3am//,   sn//,  en//,   dn//,    In//; 

l'argument  elliptique  /i  se  présentera  sous  les  diverses  formes 

cit 


arcfsn/    = 


J o   \l  \  —  f>'  sin-/ 

r'         dt 


^3^ 


argent  =z  — 


'  dt 

VI  I—  /-)  \k''^^  k-C- 


arcdn; 


ariïtn/    = 


r^  dt 

r 


/-i 


Jo   v/(n- ^-j  ^i-t- ^-^^, 


rnopniKTKS  des  fonctions  km-iptioies.  i8J 

D'aprcs  ce  ([uc  nous  avons  vu, 

(  aniw,    snn,    \\\u  sont  des  fonctions  impaires  de  //, 
(    mit,   dnw,  dos  fonctions  paires, 

les  premières  s'annulanl  cl  les  secondes  devenant  égales  à  l'uni  lé 
pour  u  =  (). 

Pour  u  =  K,  on  a 
(  5  )      aniR  =  -?      sn  K  r=;  i ,     cnK  r=z  o,     diiK  =  /?  ',     tn  K  =  x  . 
Si  le  module  A  :^sin(;  se  réduit  à  zéro,  on  a 


0  =  0,     /l'=cos6  — I,     K=-,      K'=  X  , 
(  ;\m  11=111=^  'j>,    sn  u  =  sin  n,    en  u  =  cos  u,    dn  «  =  i ,    tn  //  r=  tang  //. 

Si  k  devient  égal  à  l'unité,  on  aura  alors 


I    A'  =  o,      0  =:  -,      K  =  :o  ,      R'rrr  -,      u  =  logtaiig  (7  +  7)5 

f    sn//  =  Th?/,     cn?;  =  dnH  =  -    -j      tn  ;^  =  Slu^ 

Cil  u 


1311.   De  la  discussion  relative  à  la  périodicité  des  fonctions 
elliptiques  [1289  à  1295]  il  résulte  que,  si  l'on  suppose 

u  =  i/^-h  -îwK  +  2///K', 
on  aura 

am«  =  [in  dz  «)7t  +  ( —  i)"'aniH^, 
/  snii  =    —  i)"'sn;/o, 
j  cn«   =   — i) '""'""  en  ?;o> 
I  dn«  =  [ —  i)"dn«oi 
1  tnw    =  ' —  il"tnwft. 
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Si  l'on  suppose  ii  égal  à  une  somme  de  multiples  pairs  ou  im- 
pairs de  K  et  de  iYJ ,  on  aura  le  Tableau  de  valeurs  suivant  : 


u 

su  // 

en  u 

(lu  // 

lu  n 

2  7«K-f-2««  K' 

2  W  K  -1-  (  2  H  -f-  1  )  /  K' 
(2/rt-l-l)K    t-(2«H-l)/K' 

00 

k 

0 

(— i)"/.' 
ce 

o 

0 

' —  1  v  / 

ik 

/.' 

1312.  Jlièoveine  d'addition  des  fonciions  e/Iiplit/uas.  —  Nous 
avons  déjà  démontré  au  n°  827  la  relation  cpii  existe  entre  les  fonc- 
tions elliptiques  de  deux  arguments  u,  v  et  celles  de  leur 
somme  //  -H  v.  L'importance  de  ce  théorème  nous  engage  à  en 
donner  encore  une  autre  démonstration  très-simple,  due  à 
M.  Darboux. 

L'argument  a  et  la  fonction  jr  =  sn  a  sont  liés  par  l'équation 


Tu) 


il-  k^.e- 


X, 


qui  donne,  parla  différentiation, 


dx  cP  X 


,    .d. 


d'où 


du   dii^ 
cP.r 


r  =  —  x'  l-\~  k-  —  ik-x-  ,  — - 


du 


=  —  x[i  -r-  f>-  —  2  A  - . 


Pour  une  autre  valeur  j'  de  la  même  fonction,  on  aura   de  même 


|)=(,-,.')(,-;,V')  =  Y, 


d\y 
du'- 


r(i  +  ./:-^-2/2jO. 


PUOPIUICTICS    DICS    FONCTIONS    K  1. 1, 1  PT  IQ  U  ES.  |S1 

Les  équalions  (lo)  cl  (12)  doiincnl 
On  lire,  de  plus,  des  équalions  (9)  et  (1 1), 

(•4)    U'ày~(-^~y=-[^-'^'-'j']{-'-j')' 


/      (/u  j  \       (lu 

En  divisanl  l'une  par  Taulre  les  équalions  (i3)  et  (i4),  il  vienl 
(V-x  d\y 


du  j  \     du  ^ 


en  niuhiplianl  de  pari  et  d'autre  par  (  >  — — f--^-f-  )  (hi,  on  en  lire 

,/    dx  dr\ 

d  (  y  —  —  X  — —  I 

\     du  du)  ■?./i'^xyd[xf) 


dx  dy  I  —  k^  x-y^ 

du  du 

doù,  en  intégrant, 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

Or,  si  9(«)  est  la  fonction  de  u  à  laquelle  xdoit  être  égal  en  vertu 
de  l'équation  (9),  les  relations  [827,  IVl 

dx  dy 


l    avoii' 


nionlrent  que  les  deux  intégrales    i     — ■>     j     —  doiven 

une  somme  constante  a,  d'où  il  résulte  que  j'  =  ':^{a  —  u).  On  a 
donc,  en  vertu  de  (i5), 

o[a  -  u)  f'[u]  -{-  o[u]  'f'[a  —  u]  =  C\ï  —  P[f[u)y['^{a  -  u)Y-\. 
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Si  l'on  suppose  maintenant  u  ^  o,  d'où  (j>(«)  =  x=^  o,  o'(/0  rrr  i , 
il  vient,  pour  valeur  de  la  constante  arbitraire, 

Si  donc  on  pose  a  —  a  =^  v,  l'équation  deviendra 


^■n?(«)?[?('')? 


=  yiH  +  rj 


ou  enfin,  en   remplaçant  la  notation  o  par  sn  et  remarquant  que 

'j''{ii)  =  y/(i  —  sn-^/](i — k'-sn-  (/)  =  en  //  (]n  f/, 

,   ^.                            ,             ,        sn  «  me  (Inc  H- snc  cil// diiK 
;iO)  811    /<  +  (•     =: ; • 

I  —  /l-  sn-«  SU"  (' 

1313.   On  peut  encore  obtenir  autrement  celte  formule  et  les 

lornuiles  analogues  relatives  aux  autres  fonctions  elliptiques. 

Reprenons  les  équations  trouvées  au  n°  827,  V,  où  nous  avons 

posé 

o  =r  aiiw/,      ^=:ani(',      o- =  ain   « -+- c)  =  aiiu»'. 

En  mettant,  dans  les  équations  (i),  (2),  (3)  de  ce   numéro,  à  la 
])lace  de  A,  B,  C  leurs  valeurs  en  fonction  de  <7,  il  vient 

^'")    ^^l±lsin(,  +  ;,)  =  D„(«-/), 

\7  —  1  )  COS  [f  —  /)  (AtH-i)  COS  (  'f*  +  X  )  h-  ?'  COS  (7  =  0 . 

En  vertu  des  relations 

(lu  '  '      du  ■ —  (/(> 

les  deux  premières  de  ces  équations  peuNcnL  s'écrire 

[àT  —  I )  sin  ['f  —  yj  ^^  {S'j  —  ^■/J  sin a-, 
(  At  H-  l)  sin(e3  +  ;;^)  =  [^'^-^  ^/.)  sinc-, 

d'où  l'on  lire 

sin-rA-j  ^  sin»  ces/ At  +  sin;>^  cosa, 

sin(7A^  =  siii/coso  At  -f-  siii'j*  cos;/^. 


rnoi'RiKTic.s   nns   r onctions   1:1,1,1  p tiques.  1H7 

l^a  Iroisièiuc  rcl.ilion  (17)  ("«juix;!!!!  à  cilli-ci  : 

ros7  =  coS'j/  (()9./^  —  sin  cp  siii  /_^t. 

En  inlroduisaul  nuiinlcnanl  les  arj^umcnls  des  fondions  ellip- 
tiques   au    lieu    des    anipliludes,     les    Irois    dernières    é(|ualions 

deviennent 

/  sud'cln/i  =  su  .7  Clic  du n'  -4-sncciiw, 

18;  <   snd'diic  =  succii// dure -f-  snrt  cnc, 

\  end'  r^  en  «Clic  —  sii«  siic  diid', 

La  relation 

«  -f-  c  —  i\'  =z  o 

pouvant  s'écrire  encore  de  deux  autres  manières, 

C  -f-   '—  M')  —  ( —  u]  =:  O, 
(,,  _f.  ^ —  II]  V    =  O, 

on  pourra,  des  trois  formules  (18),  en  tirer  six  autres,  en  rcmpla- 

eant  respectivemeat 

II,  c,         n-, 

soit  par 

c,     —  d-,     —   «, 

soit  par 

d',     —  if,  c. 

1314.   Des  deux  premières  équations  (18)  on  tire 

sn^Hcn-c  —  sn-ccn-M 
sn  '  u  -{-  i 


sn  M  en  c  dn  c  —  su  c  en  u  dn  u 


Kn  multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  la  somme  des 
termes  dont  le  dénominateur  est  la  différence,  et  exprimant  en- it, 
dn- II,  cn-i-,  dn'-ç'  au  moyen  de  sn-«,  sn-^,  on  retrouvera  la  for- 
mule (16). 

On  obtiendra  de  même  la  formule 

dn//diic  —  Z^sn// siiccnw  cnc 

10  dn   M  H- c  ^ — — r s 

•-"  ^  '  I  —  /,-sn^  usn^f 

En  portant  celte  valeur  de  dn{u-{-v)  dans  l'équation  (6),  on 


i88 
Hura 

[20] 
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cnu  me  —  sn«  suc  ilii  //  duc 


en   «  +  r    z= 


X^sn^u  sn'^c 


En  divisant  l'une  par   raulre  les  formules  (16)  et  (19),  on  en 
tire 

tni/  dnc  +  tncdnw 


tn[  li  -h  !>]  ■= 


tn II  duc. tnrdii» 


sn  {  u  -\-  V 


en    H  -h  V 


ou   encore,   en  niulti])liant  les  deux  ternies  du  rapport 

par  la  somme  des  termes  dont  le  dénominateur  est  la  diflerence, 
et  divisant  haut  et  bas  par  i  —  Â-sn-«  sn-r, 

,       ,  ,  ,        sn  M  en  M  dn  c  4-  sn  «^  en  ('  dn  ?/ 

22  tn   «  +  r    = — , , ,— ^ . 

Enfin,  l'équation  (21)  donne  immédiatement 
(23)  am  («+('):=  aretang(  tnw  dnr)  +  arctang^  tni'dn;/ j. 

1315.   En  faisant,  dans  les  formules  précédentes,   u  =  »',    on  a 
les  forimdcs  pour  la  duplication  de  rargiinu'iil  : 


sn  2  M    :^ 


2  sn  M  en  K  d  n  n 

r' — \ — ' 

cir  n  — •  sn'/i  dn-  u 


'M) 


I  —  A-'sn'M 
dn-  u  —  A-  sn^  u  en^  u 

dn2W      =: r- ; ) 

I  —  /-sn*  n 
2  tn«  du  u 


tn  9.  u    = 


—  tn-  u  dn-M 
ani  in  :=■  1  are  tant;  ■  tn  u  dnu). 


1316.   Si  dans  les  formules  {16),  (19),  (20),  (21)  on  change  r 
en  —  <',  on  obtiendra  les  fonctions  elliptiques  de  la  différence  u —  c 


des  arguments. 


En  combinant  ensemble  ces  deux  séries  de  formules,  on  en  dé- 
duira les  formules  données  par  Jacobi  au  §  18  des  FunclameJita . 
On  a,  par  exemple,  en  faisant,  pour  abréger. 


u-\-v  =  s,      u  —  (' = ',      I — ^  X- sn-«  sn-c  =  "\Y, 
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ics  relations 

'\V(sni  -f-  su/    --.       ?. sn«  (  nctliii', 
W(sn,v  —  su/    i  :       2.sn(>  cnnânUf 
W(cn.v  4-  cn/]=:       2  en  M  en  I', 
W(cn.v  —   (11/         —  ■>. sn // siM'dn  w  tlnc, 
W  (In.s-  -f-  ântj  r-        9. (In M  (In f, 
W(cln.v  —  (In/)  r     —  2/-sn  7i  sni'cnwcnj', 
Wsnfsnf  T=  sn*«  — sn^f, 

Wcn^cn^  =  cn^  u  —  sn^cdn-//, 

W dn  s  ânt  =  dn-  u  —  /  -  sn^  «  sn*  i-, 

"\V(i  —  sn.vsn^)  _^  en-  ii  -h  sn^t'dn^«, 
:>.  tnwdne 


tn  ,v  4-  tn  t 


cn-('(i  —  /'*  tn^a  tn-c) 
etc. 

1317.  Considérons  les  fonctions  de  Vargument  complémen- 
taiveY^ — u.  Nous  les  représenterons  par  les  mêmes  lettres  que 
les  fonctions  correspondantes  de  l'argument  u,  en  ajoutant  seule- 
ment à  ces  lettres  la  lettre  c.  Nous  écrirons  ainsi 

am  (  K  —  u    zz=:  ame  u,    sn   K  —  «  )  =  snc  u,    en  (  K  —  «    =r  cnc  m,  ete.  (  '  \ 

En  faisant,  dans  les  formules  des  n''^  1312  et  1314,  <<  =  K  et 
i^  =  —  u,  on  aura 


'25' 


en  u  k  sn  ti  /,  i 

snc«=-— — »      rncu  =z  — ?      dnctt  =  -- — •>       tnc«=— r 

dnw  dnii  anu  /•  tn« 


ame 


«  = are  tans  fX'tn/< 


On  tire  de  là  les  relations 

snc  «  cnc  «        sn«cn« 


dnCM  dnu 


) 


dnu  dncu  =  =:  /', 

tn  II  tne  u 


(')  Jacobi  désigne  ces  mêmes  fonctions  par  les  notations 

coam  II,     sin  coam  u,     cos  coam  ti,     elc. 


igo 
ou 


LIVRE    VI.    —   en  A  P.     IV,     §    Il 

snc«  cnc«  k'  dnc// 

inu  en  u  (In- «         tin« 


On  conclut  de  ces  formules  que 


26; 


(   snc//,   clnc«  sont  des  fonctions  paires  de  //, 
(   cnc;/,    Iwv u   sont  des  fonctions  impaires  de //. 


1318.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  aux  n"*  1287,  1291,  1292, 
1294,  les  l'onclions  elli|)tiques,  pour  les  valeurs  o,  K,  i¥J ,  Kdz/K' 
de  l'argument  u,  prennent  les  valeurs  indiquées  dans  le  Tableau 
suivant  : 


u 

su  n 

PII  u 

(lu  II 

t  11  ^/ 

0 

0 

I 

, 

II 

K 

1 

0 

/.' 

X 

/k' 

/  y. 

H-  -X 

-i-'-^ 

1 

K-1-/K' 

I 

//,' 

/ 

li 

k 

/■' 

En  combinant  ces  valeurs  avec  les  formules  d'addition  des 
n°^  1312  et  1314,  on  obtient  les  valeurs  des  fonctions  elliptiques 
de  l'argument  U  pour  chacune  des  valeurs  »  +  K ,  u-f-iK', 
u  H-K-4-zK'  : 


U 

snU 

ciiU 

diiL" 

tnU 

u  -t-  /K' 
/<  -+-  K  -+-/K' 

suc« 

I 
k  sn  u 

I 

CI1C« 

dn  II                k' 

duc  //. 

i  lu  a 

=:  ik'  tu  u 

tue  II 

—  tnc  u 
i 
(inu 
i            i  (]  n  n 

ik'iw  u         ik  ciic« 
driCK               k' 

k  suc  u 

ik  snc  u       ik  en  u 

duc  u           k' 

iMidi'Hi  i;ti;s   iii;s    ihm  rio\s    i:i.i.i  r tmji  i;s.  lyi 

On    pont    xiMilicr   (liicclcniciil   i-r^^   loitimlcs   m   rciii;ii'(|ii;uil   fiin' 


(in  a 


Si  l'on  pose 

coso 

sin  V,  = '-■) 

As 

on  cil  lire 


/-sinocos^X    d'^   /c'-ii'\n'f  (/f 


,          (             .                     /-sinocosî/X 
cos'j^i  ((')y  =     —  Ao  sni  V  -f-  cos'^  -^ ?  K-.     —  vî 

(l'on 

sini^i  =  sn  (R  —  u  . 

1319.   Xons   distinguerons,   comme  nous  l'avons   indiqué  plus 
liaul  1^1309],  par  un  accent  les  fonctions  elliptiques  relatives  an 

module  complémentaire  A'=  y  i  —  A-,  et  nous  aurons  ainsi 

am' a  =  am ( //,  /c' ) ,     su' u  =sn[^/i,  /i'  ],      .... 

Si  l'on  pose 

i>  =   /      -=11== , 

Jo     s^^i  —  z-)[i—li-z-) 

on  en  conclura 


Changeons  ::  en  iz\  il  viendra 


dz 


+  z^-][i  +  Pz'' 


En  comparant  cette  formule  avec  la  dernière  formule  (3)  du  n°  1310, 
on  en  conclura 


=  arg  tii  [  z,  fi  ;  =^  -  nrg  sniz. 


Donc  on  a  à  la  fois 

iz  =  sn  II,      c  =  tn   -  t 
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d'où,  en  changeant  u  en  iu, 

[  27  )  sn/«  =z  i  uV  a. 

De  même,  dans  la  formule 

r'  ch 

AVii  cnz  z=u=^  —   /  

changeons  z  en  -;  il  xiendia 

Z 

__  f" f •  r  ^       ''' 


2  _i_   Li  TÏ 


^(-i)O-S) 


doù  Ion  lire 


I  ,  u 

—  =z  cnu,     3  =  en   - 


En  changeant  donc  n  en  ///,  on  aura 


I 

en  iu  =  — ,— 
en  u 


Des  formules  (27)  et  (28)  on  tire  iinmédiatcincnl 
(2g)  tn/«  =  i  sn'  u. 

Enfin,  en  changeant  u  en  iu,  la  formule  (27  )  donne 
I  3o)  dn/«  =  ^i  -h  /^  tii'^w  =  — — 


en  «        snc  M 

snc'/i  désignant  sn(K' — z^,  A'). 

On  peut  encore  vérifier  cette  formule  comme  il  suit.  Soit 

I  dnu 

snc  u        en  M  ' 
on  en  lire 

dr       /'^  sn  u 
du         cn'^  u 
D'ailleurs 


7^^^''  '" 


"^s/j^-' 


i>uopiUETKS   ni:s   fonctions   lii.  r.ip  riyii:s.  irj'j 

parlant, 

en-  «  dr  dy 

au  =  — 


Donc,  en  cliangcanl  A  en  /■',  on  aura,  pour  j'  = 


•>'  v'(.)-'-i)i 


snc  u 

■/y 


Or  on  a,  en  supposant  z  =  dnii, 

dz  r^  dz 


Jt     v/(i- 


=  —  I  X  l'argument  dont  la  fonction ;  est  éiiale  à  z.  Par  consé- 

^  snc  ^ 

quent,  on  a 

//            I                                          T  an' a 

du—  z= — ,      ou       {\niii  =  r=z  — ; — . 

l  hUC    U  sue"  //  Cil'  Il 

Des  formnles  que  nous  venons  d'établir  on  déduirait  aisément 
les  valeurs  des  fonctions  elliptiques  de  l'argument  u  -\-  i¥J  qui  se 
trouvent  dans  le  Tableau  du  numéro  précédent.  On  a,  en  effet, 


sn  lu  +  iVJ]  =  sn  /  l'R'  —  iii)  =  /  tn'fK'  —  /'«'i  :^  i  inc '  in  =  ; —  = , 

^  '  ^  '  ^  '  A- tn  /«       /sn« 

et  de  même  pour  les  autres  fonctions. 

§  ni. 

DÉCOMPOSITIO^"    DES    FONCTIONS    ELLIPTIQUES 
EN    SÉRIES    DE    FRACTIONS    SIMPLES. 

1320.   Nous  avons  établi,  au  n"  1206,  la  formule 

la  première  intégrale  se  rapportant  au  contour  de  l'aire  ^,  les 
autres  aux  divers  infinis  c  de  la  fonction y(z<)  contenus  dans  cette 
aire. 

Prenons  pour  vl  l'aire  entourée  par  une  courbe   de  dimensions 

H.  —  Cours  de  Calcul  in  fin.,  IV.  l3 
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infiniment  grandes  et  de  forme  quelconque,  symétrique  par  rap- 
port à  l'origine,  mais  ne  passant  par  aucun  des  infinis  de  la  fonc- 
tion, de  sorte  que  fiy)   ne    devienne  infinie  en  aucun  point  du 


contour.  Si  l'intégrale 


I^' 


prise  le  long  de  cette  courbe,  a,  en  deux  points  diamétralement 
opposés,  ses  éléments  égaux  et  de  signes  contraires,  alors  cette 
intégrale  sera  nulle,  et  il  en  sera  de  même  de  l'intégrale 


dont  la  valeur  différera  infiniment  peu  de  celle  de  l'intégrale  précé- 
dente [12H],  si  tous  les  points  c  sont  situés  à  des  distances  finies 
de  l'origine.  Donc,  dans  ce  cas,  la  valeur  dej[u)  se  réduira  à 


c'est-à-dire  à  la  somme  des  résidus  de  la  fonction  (it)  relatifs  aux 
infinis  de  cette  fonction  compris  dans  l'intérieur  de  l'aire  Z. 

Si  les  points  c  se  rencontrent  à  des  distances  aussi  grandes  que 
l'on  voudra  de  l'origine,  et  que  la  première  intégrale  de  la  for- 
mule (i)  ait  toujours  pour  limite  zéro  lorsque  tous  les  points  du 
contour  s'en  vont  à  l'infini,  la  formule  (2)  continuera  à  subsister. 

Nous  avons  déjà,  dans  le  Chapitre  II  du  Livre  \  I,  appliqué  cette 

formule  au  développement  des  fonctions  sin«,  tangu,  coséc/<,  ...  ; 

appliquons-la  maintenant  au  développement  des    quatre  fonctions 

elliptiques 

sn«,   cnu,   dnu,   tnn. 

1321.    Supposons  d'abord 

f'ti)  =z  sn;/. 

Cette  fonction  étant  impaire,   l'intégrale  /    du,  prise  le  long 

d'un  contour  infini,  symétrique  par  rapport  à  l'origine,  sera  nulle. 
Les  infinis  c  de  la  fonction  snu  sont  compris  [1289]  dans  la 


DKVELOPI'li:  .MtN  r    lî.N    FHVCTION.S    SIJU'LKS.  |(j> 

lorniulc 

c  =:  2mK-\-[zri  -h  l  )  /K'. 

J.c  résidu  de  ccUc  fonction  snii,  rclalif  à  l'un  de  ces  points,  sera 


liin  I  j  —  c  ] 


.\ 
■  I 

■J  =  C  "    —    ■" 

or,  en  posant 

•j  1=  £  4-  c  =r  r  4-  2  //?  K  +  [  2  «  -H  I  )  /  K', 

on  a  [1289  et  1318] 

sn-j  =  '—  i)"'sn(î  +  /Iv'  ]  =  ^   — '-  \ 
'  '         A-  sn  £ 

done,lim—^  étant  l'unité,  la  valeur  cliercliée  sera 
sn  s 

lim 


-  0      /■  sn  î      u  —  s  —  2  //«  Iv  —  [i/i  -h  i  ]  i  K' 

T  ^,  '"  r 


/•  U  2  l/l  iv  2  /?  -1-  I  ,  iv' 


En  conséquence,   la  formule  (a)  donne,  pour  m  et  ;z  croissant 
l'un  et  laulrc  à  l'infini, 

Sn«  =-11111        >  >       — ^ p! ; -. 

/•  ^    -^  «  —  2/«  K  —  (  2«  4-  i)  ?  K' 


—  n  —  1  —  m 


Si  l'on  suppose  que  Taire  3  ait  la  forme  d'un  rectangle  dont  le 
centre  soit  l'origine  des  coordonnées  et  dont  les  côtés  soient  paral- 
lèles aux  axes,  on  pourra  d'abord  sommer  les  termes  qui  se 
trouvent  sur  une  même  parallèle  aux  x,  et  calculer,  pour  n  con- 
stant, l'expression 


^U  —  2 


lim     "^  _  ~        '' 

,n  =  x, «J   —  2/»Iv 


en  faisant,  pour  abréger, 

\]  =:  u  —  (  2  «  -f-  I  )  /  K' . 

Or  on  a  [1212] 

f  ^\  m 


cosec-r  =  lim 

m=.rr. 


2 

— m 

i5, 
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Si  Ton  pose  maintenanl 


r,  =  — '-  j      •/;  U  =  ■/:  «  —  [  2  /?  +  1 1  r/;  K', 
2lv 


,  77  K' 

v;m— .r,       y;lv  =  — — 

2K 


la  somme  précédente  deviendra 

lim  fi  > ; — ^^ r^ =  r,  coscc  \x  —  (  2  /?  -[-  i  )  /p 

^imiin  X  —  [in  -{-  \)i^  —  m-  ^  '  '  ■ 

—  m 

Donc 

-)-n 

srii/  ^=^  y  lim   2. 


k         ^^   sin[^  —  (2«-T-i]/p] 

—  n  —  \ 

1322.    Considérons  maintenant,  en  général,  une  série  de  la  forme 


I 

-  > 


SHH.r  —  -jip 


X  et  jO  étant  réels,  et  p  positif.  Le  rapport  de  deux  termes  consé- 
cutifs 


sm  \x  —  V  i  0 


gvf+/.r ^-vp— /.r  ,  j  ^  ^_2(vf-t-;>) 


sin  [.r  —  (  V  +  I  )  /  p]        eC-'+'  )?+'•''  —  e-^-'+i)?-'-^'        t-?   1  —  e-^[C'+»)f+'-^] 

a    pour   limite    correspondante  à  v  =  co    la   quantité  —  1  qui  est 

moindre  que  l'unité.  Donc  la  série  est  absolument  convergente.  11 
en  serait  de  même  de  la  série 

—  » 

y-, \ 

■^  sin  [x  —  v/p) 
—1 

Tl  résulte  de  là  que  les  deux  parties  de  la  série 

5  w — ^ -T 

-^^  sin  [a;  —  \in-\-\]iç\ 
correspondantes  l'une  aux  multiples  positifs,  l'autre  aux  multiples 


DliVELOPPEMEXT   EX    l'nACTIONS    SIMPLES.  Kjy 

négalifs  de  ip,  sont  Loulcs  les  deux  scparémenl  convergentes.  On 
peut  donc  y  remplacer  les  limites  infiniment  grandes — n — i  et 
-I-  71  de  rindicc  par  deux  nondjres  infiniment  grands  cpiclconques, 
et  écrire  simplement 

-h  x> 

,3)  ^""  =  /.  2 


sin  [.r  —  [7.n  —  ij'pJ 


Si  l'on  groupe  ensemble  les  termes  contenant  des  multiples  de  ip 
égaux  et  de  signes  contraires,  on  aura,  en  remarquant  que 


sin  X  cosa 


sin  [  X  —  u  j        sin  (  .V  -+-  a  )        cos  2  «  —  cos  2  x 

et  introduisant  les  fonctions  hyperboliques, 

, ,  f.    .      -v^  Ch  (  2  /?  -f-  I  ]  p 

4  sn«  z=  -- sui,r  >  — — ^ '^ . 

A;  ^J  Cil  ^  4  ''  "T-  2  ;  p  —  cos  2  x 

0 

Si  l'on  pose  actuellement 

_-K' 
q  =  e—^'i  =z  C      ^  , 

on  aura 

ce  qui  donne  à  la  formule  (4  )  la  forme  suivante  : 


sn«  = 


'\r.\q     .        ■^  q-\l-+ 

/•  ^    I  —  ■2q-"->-^C 


os2a:  -f-  q"^-*-- 

0 

1323.  Pour  arriver  au  développement  de  cnu,  commençons  par 
obtenir  celui  de  la  fonction  impaire  cn(u  —  K)  =  y"(u),  dont  les 
infinis  sont  [1292] 

u  —  K  =  2 m K  +  (  2 «  H-  I  )  /K' 
ou 

u  =[2. m  -+-  I  )  K  4-  (  2 «  +  I ]  /K'  =  c. 

Le  résidu  relatif  à  l'un  de  ces  points  est 

u V  u  —  £  —     2  ///  -h  I    K  —  (  2  «  +  I  i  i  K. 
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Or  on  a  [1292] 

cnw  =:  ;  —  I  j '"■*""  en  ( 2  w K  -+-  iniYJ  H-  m), 
d'où 

cn;«  —  k;  =/(«)  =  (—  i)"'+"cn[(2m  —  i)K  +  2«/R'  +  ii]. 

Donc [1318] 


/[.-  +  (  2m  4-  I ]K  +  [ 2/2  +  1  )  /K'  ]  =  (—  i)"'+V( î  4-  K  +  'I^') 

dn£ 
//  sn  ; 


_  r_  ,  j/«+«  en  (  i  +  /R'  )  =  (—  I  )'"+"  — ^  5 


d'où  l'on  tire 


lim  i  u  —  c\ 


u  —  -j 

I    £(ln£  I 


I         ,  \ni+n 


"•        '         ik    sn;    u  —  z  —  y2w-i-i)K  —  (2/2  4-i)/R' 
//•  u  —  (  2  /«  +  I  )  K  —  (  2  «  +  I  )  /K' 


et  par  suite 

I  ,. 


-K;=^Iim2(-')''2,7 


•  /«  —  1 


2  w  4- 1  )K  —  (2  «  -f- 1 }  / K' 


En  remplaçant  n  —  K  par  «,  on  a 

Cn«=T7lira        >        (—1]"         7        ,r  I  ^■,r, 

ik         ^^        'Au   «  —  2wK  —   2« -M  /K' 


-7«  — 1 


Enfin,  en  supprimant,  à  la  gauche  du  rectangle  qui  forme  le  con- 
tour de  l'aire  infiniment  grande,  un  terme  infiniment  petit,  corres- 
pondant à  l'indice  — /Ji — i,  ce  qui  ne  peut  avoir  d'influence  sur 
la  limite  de  la  somme,  on  aura 


1)  cnw  =  — lim  V   ,'—11"^^  ^r r 

'  i/c  ^  '        '    Aià  u  —  1  m  K  —  ( 

—  n  —  1  —  m 

Si  l'on  pose,  pour  un  instant, 

u  —  [111  -\-i\  lYJ  =  U, 


2/1  -{-  i]  ?K 


niiVELOPPEMl- NT    EN    FnVCTrO.NS    SIMPLES.  ir)<> 

OU  aura,  comme  dans  le  numéro  précédent,  la  somme 


,V     (-')"' 
^V  —  2/«K' 


que  nous  avons  trouvée  égale  à 

r,  coséc[.r  —  [in  -\-  i]ip]. 
Donc 

(7)  ^'^"=77  s 


i/,-  j^  sin  [.r  —  (2^-1-  I  )  /  0] 
On  a  maintenant 

ï  I  cos.r  sin  fi 


sm(.r  —  o]       sui(.r-i-(7j       cos2a — cos2.r 

d'où,   en  groupant  ensemble  les   termes  correspondants   à    deux 
valeurs  égales  et  opposées  de  2/i  -h  i, 

oc 

r.  ^  Sh(2/^  +  l)6 

^      '  k  ^mà  Q\\[\ll  +  1)  0  —  ces  2  ./■ 

0 

ou,  sous  une  autre  forme, 
q  cn«:=  — ;^— COS.7-  > — '— 


COS2.r  -|-  q' 


132i.   Soit,  de  même,  la  fonction  impaire 

dont  les  infinis  sont  [1295] 

Il  -r-  i  K.'  =  2  m  K  -^  ^  2  /2  ^-  I   /  K', 

ou 

H  =  2wK  -f-  inil\.'  =  c. 

Le  résidu  relatif  à  l'un  de  ces  points  est 

,.     ,  ,    f[-j)        ,.     ï/'i'î-l- 2mK4- 2«/S.') 

Imi  V  —  C;  •- =  hm  -^-^ --, 

u  —  'j  «  —  î  —  2/«K  —  iniK. 
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Or  on  a[129o] 

dn«  z=  [ —  i)"dii(H  4-  2wK  4-  2///K'), 
d'où 

dn(«  +  /K')=/(«)  =  {— i)"dn[M-l-2wK+(2«-l-i)/K']. 
Donc  [1318] 

f[z  +  2mK  +  inlYJ  )  =  (—  x]" f[t)  =  (—1)^11(^4-  /K'  )  =  (—  1  )"  _i-  , 

d'où 

lim ( u  -  c]  ^^^  =  i— ^  lim 


«  —  V  i  tnz  u  —  î  —  2/nli.  —  2///K' 


i         a  —  2  //i  Iv  —  '2  /«■  Iv' 
et  par  suite 

+  rt  +  ;« 

dn(«4-/K')=-îrliiny(-i)'»y -î — 

—  n  —  m 

En  remplaçant  maintenant  u  -\-  iYJ  |)ar  u,  on  aura 

+  'i  +  m 

dn  ?<  =  -  lim  7     —  i  i "  7 — -  • 

/         ^ad  ^^  u  —  2  m  Iv  —  ^  2  /^  4-  I  j  /  K 

—  n  —  m 

Si  l'on  pose,  comme  plus  haut, 

M  —  '2/2  4-  IJ/K'::=U, 

la  dernière  somme  deviendra 

2d  u  —  2//iK" 
Or  [1216,  I]  la  formule 


tansfo;  = 


:=1^ 


2 


peut  s'écrire,  en  changeant  x  en .r, 


cot.r  =  \   

.^  x  — 


D  i;  \'  l:  L  0  p  l' i;  m  i;  x  t   i:  x   i"  n  v  c  t  i  o  x  s  si  .m  r>  r.  r:  s  20 1 

d'où,  en  rcmj)laçaiit  y;U  par  x — (2/i-f-i)/p,  on  trouve  la  somme 
en  question  égale  à 

c  C()l[.r  —  [in  -\-  i]ip]- 
Donc 

+  n 

(a)  dn«=  -  lim  \^  ( —  i]"c()t[.r  —  [211  -h  ^)ip]. 

—  n 

Les  termes  de  celte  somme  ne  tendent  pas  isolement  vers  zéro 
])Our  n  infini;  on  a,  en  effet, 

,  ,        I  -{-  /  tang.r  Thvo 

cot   .r  —  ^jio]=  ; — - 5 

tany.i-  —  i  llivp 

et,  Tliyp  devenant  égal  à  Tunité  pour  v  infini ,  la  limite  de  cette  expres- 
sion est  égale  à  /.  Mais  si,  au  lieu  de  la  valeur  de  dnu,  nous  cher- 
chons celle  de  i  —  dn«,  on  aura,  en  faisant,  dans  l'équation  (A), 
a:  =  o, 

I  =: lim  ^  ( —  l)"C0t('2/«  -f-  l)(p, 

ce  qui  donne 

I  —  dnu  =  ir,  lim^  ( —  i)"    cot('2«  +  i)/p  +  cot[x  —  [in  -{-  i)''plj 


rr.  sm.r  > 


\^ 


sm[2n  -\-  i)ip  sin[.r  —  ^2  /^  -t-  i  j/o] 


série  dont  les  termes  tendent  séparément  vers  zéro. 

En  groupant  ensemble  les  termes  d'indices  égaux  et  opposés, 
on  a  enfin 

,      ,  ,  r      •    .    X^   (—i^"Colh[in^i^o 

fio)  dn«:=i — 4'^si'i"-^x   — i — 7 "^ 

'^^Ch[L^n -h  2 jp  —  COS2X 

0 

ou,  sous  une  autre  forme, 

(11)  dn  «  =  I  —  8  ï;  sin-  .r  >  r — ; — -. 7  • 

0 

132o.   Développons  enfin  la  fonction  tnu,  dont  les  infinis  sont 
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donnés  par  la  formule 

c  =:  (  2 /«  -f-  1 1 K  -4-  2  w/K' . 
SI  l'on  pose 


on  aura 


Donc 


y  :=  £  H-  (2  w  -i-  I  ^  Iv  -i-  2  nili.' , 
tnj  =  f— i]"tnf£  -f-  K]  = 


/•'  tns 


'—n  —  in  —  i 

Or  nous  avons  trouvé  [1216,  I] 

■i- — - 


[2m  -1-  1    k  —  ini¥J 


tanL'z  = 


_^     2m-i-ii z 

^  2 

En  faisant  donc 

r\[im  +  I  jK  —  [n  —  inl¥J  )]  :=  (a/n  +  i)  -  — s 
on  aura 


■2;7^ 


2  m  -T-  1 1 K  —  2  «/  Iv 


^  =  ï;tang3, 


d'où,  en  mettant  pour  z  sa  valeur  x —  ■2iiip. 

Inu  -=■  -j-,^^[ —  1  )"  tang  [ x  —  2 /?/; 


Si  l'on  groupe  ensemble  les  termes  d'indice  égal  et  opposé,  il 
viendra 


(  1 2  j  inu  ^=.  —I 


'—■i\"- 


tang.r  -4-  2  sina.rV  ;:^-^-^ '- t 

/  •      v        (-I)'v/«       "I 

4sm2.r  >   \ '—^ ,       • 

^•^  I  +  2(7-"  C0S2.r  +  q*"- 

1326.   A  l'aide  des  formules  précédentes,  il  est  aisé  d'obtenir 


ou  encore 


1 3  ]      \wu  z=i  4-, 
k 


tangf.r 


I)lveloimm:.mi;\t   r:.\  i-u.vctions  simples.  20'] 

des  relations  entre  le  ra[)[)()rt  — --  =  —  p  des  deux  pi-riodes  K,  iK' 

des  fonctions  elli[)li(jucs    et  les  constantes  A  et  K,  et  par  suite 
anssi  les  constantes  complémentaires  Ix',  K'. 
Si  dans  la  formule  (3)  [13:22]  on  fait 

//  =  K  -t-  /K',      ou      .r  = r  "5, 

2 

on  en  tire  immédiatement  [1318] 

l_ v;   -^  I  ~       V  ' 

li:~~  7i  JL     ,      l  t:  .\~2K/-^  CI12//0' 


sm  I 2///0 

2  ' 


OU,  en  groupant  les  termes  deux  à  deux 

(,4)    K^f/^.  +  .^ch^Vï^-dr 


formule  qui  donne  la  valeur  du  (juadrant  ellipiique  K,  exprimée 
en  fonction  de  p  ou  de  q. 

En  faisant,  dans  la  même  formule  (3), 


u  =  K     ou     .r  =  -  î 
il  vient 

_  ^  sm (  2«  -h  I  i  /o  _  ^.        ' 

d'où  l'on  lire 

0  '  0 

Si  l'on  avait  fait  u=^x=  o  dans  la  formule  (7)  du  n"  1323,  on 
aurait  eu  de  même 


'—  j\'i 


(-.)" 


i/c  -^  siii  (  2  «  +  I  )  /  0        A-  ^  Sh  (  2  «  H-  I  )  p 
ou 
f  61  ,.  ^  ^  y      (-  ^'"      ^  ^-v^v  y    (-  v^" 
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l/identité  des  deux  valeurs  (i5)  et  (i6)  montre  que  la  fonction 


^7     . 

0 

est  une  fonction  paire  de  q. 

Ainsi  la  connaissance  de  ^  ou  de  ^,  c'est-à-dire  du  rapport  -7- 

des  périodes  des  fonctions  elliptiques,  détermine  sans  ambiguïté 
les  constantes  K  et  A. 

La  réciproque  ne  serait  pas  vraie;  car,  pour  une  même  valeur 
de  h,  on  peut  prendre,  pour  former  les  périodes  de  snuau  lieu 
de  K  et  de  ii¥^',  les  expressions  plus  générales 

Il  =  (4 .01  -I-  I ) K  -f-  2v/K', 

ii'=4a'K-i-  (2v'-M)/K', 

et  p  serait  remplacé  par  la  quantité 

_    77    4r/K  +  (2v'-4-l)/K' 
2     \-\lJ.  H-  I  ;  K  H-  2v/K' 


^u,v,  a',  v'  étant  quatre  entiers  assujettis  à  la  seule  condition  de 
satisfaii'e  à  l'égalité 

(4a  -f-  l)  (2-/  +  l)  -  S'J.'j  =  ±.i. 

§  IV. 

DÉVELOPPEMENT    DES    FOJNCTIOJNS    ELLIPTIQUES    EN    PRODUITS    INFINIS. 

FONCTIONS    0. 

13^7.   Occupons-nous   d'abord  de  la  fonction  dnw,   dont  les 
zéros  sont  donnés  par  la  formule 

V  =  (2/H -[- i)K -|-(2« +i]/K', 

et  les  infinis  par  la  formule 

•j  =  2wK  +  [in  +  i)/K', 

les  zéros,  comme  les  infinis,  étant  chacun  du  premier  ordre. 


DKVIi:  l.OPPEMK  XT     KN     IMIODIITS     INF  IMS.  2o5 

Li.aégTalo  f  'l}!!Bli^  [1214]  dcvicnl  ici 

et,  si  l'on  prend  pour  contour  de  3  une  ligne  symétrique  par  rap- 
port à  l'origine,  cette  intégrale  sera  nulle. 

Nous  choisirons  pour  aire  celle  d'un  rectangle  avant  son  centre 
à  l'origine,  et  dont  les  côtés  soient  parallèles  aux  axes  et  ne  passent 
par  aucun  des  zéros  ni  des  infinis  de  la  fonction.  Les  zéros  qu'il 
renfermera  s'obtiendront  en  faisant  varier  m  depuis  — m — i 
jusqu'à  -h/;/,  et  /i  depuis  — /i  —  i  jusqu'à  ■-{- ^  [1215];  pour  les 
infinis,  on  fera  varier  7i  entre  les  mêmes  limites  et  i?i  depuis  — /// 
jusqu'à  -h  m. 

Cela  posé,  la  valeur  de  du/<  prendra  la  forme 


dn  II  =:  lim 


ll|  /       (2/«  +  i)K-h(2/^-)-i)/K'J 
11[_         2mK -I- (2«  H- i)/Iv'J 


le  produit  supérieur  s'étendant  à  tous  les  zéros,  et  le  produit  infé- 
rieur à  tous  les  infinis  contenus  dans  l'aire  3.  Traitons  séj^arément 
ces  deux  produits. 

Nous  avons  trouvé  [1216] 


cos  .r  —  Xn 


COSJ^o 

Si  l'on  pose 


-T-    lit 

L".  n  r — r^—^T 


v;  =  -1      a:  =  r,u,      o  =  v;K',      .^'0=  v;  (  2/î  -f- 1 , /R' .:=    2/i  +  l)/o, 

2K  '  \  /  i  /    t 

le  numérateur  de  dnii  deviendra 

+  n 

cos[.r  —  (2«  -f-  i]ip] 


■!  ,"!"  n 


cos [2n  -h  Ij'p 
—  /i  - 1 
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En  groupant  ensemble  les  termes  symétriques  par  rapport  à  l'ori- 
gine, on  a 

cos[.r —(?,/;  4- i)/o]  c()s[.f  +  (2// +  I  ;/o] s\n-.v 

cos  [1/1  -+-  I J  /'p  cos (2 «  +  I )  io  cos-  [in  -4-  i  )  io 

Le  numérateur  de  dn«,  que  nous  représenterons  provisoirement 
par  Q-i[ii),  aura  donc  pour  valeur 


DO  _ 

----.  '  sia-.r         "I 


expression  dont  la  eonvcrgence  est  évidente  [1213]. 

Si  Ton  remplace,  dans  le  calcul  précédent,  Xo  par  ,ro  — -?  on 

aura,    en   écrivant    au  bas   du  signe  II  Findicc  — ju  au   lieu  de 
—  /;/  —  i ,  ce  qui  est  permis  [13123], 


SI  n  X  —  .rn 


n 


Donc,  d'après  les  notations  ci-dessus,   le  dénominateur  de    dn« 

deviendra 

-t-« 

-r-r    sinF.r  —  (-2/1 -\- \)ip] 
(2)  -  lun    JJ 


sin   -2  /i  -\-  1  \  1 0 


En    groupant   ensemble   les    termes    symétriquement   placés,   on 
obtient,  pour  l'expression  du  dénominateur  de  dn», 


T-ï  1  sm-.r 

©('O^nL'-^shM^.-i-iioj' 


1328.   La  fonction  paire  cnu  a  pour  zéros  simples  les  valeurs 

•j  1=  (  2 m  -4-  I  ]  K  -f-  "2  niK' , 

et  ses  infinis  sont  les  mêmes  que  ceux  de  dnu.  En  intégrant  sui- 
vant le  contour  du  même  rectangle  que  tout  à  l'heure,  on  verra 


ni': vi;i,()Ppi;mknt   es   puodiiis   inkinis. 

encore  (\y\c  l'iiilcymlc 

r  (Icnn 


':^ 


csL  nulle.  Donc  cnu  aura  une  expression  analogue  à  celle  de  dnii, 
le  tlénoniinalcur  élanL  le  même  et  le  nuniéraleur  étanl  la  liniile 
(lu  jM'oduil 

n 


2  /«  -+-  I  )  K.  H-  2  //i  K' 


Clia([ue  facteur  simple  de  ce  dernier  produit  diffère  du  facteur 
coi'res[)on(lant  de  (d-i[u)  par  le  cliangenient  de  iJi-\~i  en  2//.  Le 
])roduil  aura  donc  pour  expression 


(3' 


Il  m 


II 


cos   .r  —  i/no 


ou,  en  groupant  les  facteurs  deux  à  deux, 


1329.   La  fonction  snu  s'annulant  avec  a,  nous  commencerons 

1        1        11-1  IIP         •        snlu  -h  Uq) 

par  cherclier  le  développement  de  la  Jonction  —  'et  nous 

sn  Wq 

en  déterminerons  la  limite  pour  «0=  <>• 

Les  zéros  de  cette  fonction  sont  donnés  par  la  formule; 

•j  =  —  //q  h-  2  w  Iv  -r-  2  /'/  Iv', 

1                ,                  ,     su  («  +  Wo)  ,     ,.      .        ,  ,    . 

et,  par  suite,  le  numérateur  de  — "- sera  la  limite  du  produit 


sn  «u 


n 


—  itQ  -+-  2  wR  H-  2«iK'^ 
En  remplaçant,  dans  la  formule  du  n"  J216,  II,  Xo  pc 


ï;  (—  «0 —  K  -+-  2«/K'  ]  z=  —  Xq h  2/iip-, 
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on  verra  que  ce  produit  représenle,  pour  n  constant,  la  fonction 


cos  I  .r  -r-  .r» H inia 

sin(.r  H-  .r„ —  'i.nio 


sin  1  Xn  —  "Xnirj  1 
cos  I  .Tr.-\ ?.  «/o  " 


_  ,  ,  ,       Sn  f  M  +  Mft  )  I       1  •       •  •      p      •        1 

Donc  le  numérateur  de  — ^ —  sera  la  liniite,  pour  n  intini,  du 

Stlttg  ^ 

produit 

sin  (  .r  -h  Xr.  —  -2  ni  o  ] 


:4)  n 


sin    Xa  —  int  0 


Groupons,  dans  ce  produit,  les  facteurs  deux  à  deux;  on  aura, 
en  mettant  à  part  le  facteur  correspondant  à  n  =  o,  le  numérateur 


,    sn  «  -4-  «0     <     1  ^ 
de  — effal  a 

sn«o 


^'nh'^^^îlSf^J 


sin  .r^ 

1 

Or  il   est  facile  de  voir  que,  si  l'on   fait  tendre  i^o  vers  zéro,  le 
rapport 


smxo        smï;//Q 
tendra  vers  la  limite  -•  Donc  le  numérateur  de  sn(u+  Wq),  lors- 

r, 

qu'on  y  fait  «o  =  o,  devient  égal  à 


I     .       -^-f  /  sin^.-c   \ 


Le  dénominateur  de  snu  est  encore  la  même  fonction  0(z<)  que 
pour  les  développements  précédents. 

Le  développement  de  tnii= se  tirera  immédiatement  des 


sn« 
entt 
deux  précédents. 


1330.  D'après  ce  que  nous  venons  devoir,  les  fonctions  ellip- 
tiques snw,  cnt/,  dnu,  tnu  s'expriment  au  moyen  des  quatre  fonc- 


FONCTIONS    (-). 


51O9 


lions  sjnccliqucs 


9(„)  =  fTr,H-_;'lî!:^^] 

0 

,    ,        I     .       -w-,-  /  sin^.r 


1 

e.(.)=n['-chMr.X.;7.] 


qui  sont,  à  des  facteurs  constants  près,  les  quatre  fonctions  5-  de 
Jacobi,  et  l'on  a  ainsi  les  formules 


sn  u  =  sn 


cn«  =  en 


cln//=  dn 


tnw  =  tn 


2K.r        @i{u] 


T.  0[«) 

o.K.r        0of?f' 


0{«) 
2K,r        &\{u] 


@Au, 


Les  formules  (aj)  du  n"  1317  donnent,  par  conséquent, 

9,K  /tt  \        Q-iiu) 


sncu  =  sn 


77    \  '> 


Q,[U] 


\l) 


2K/-  \  .,©,«) 

cnc  «  1=  en  — .r    ==  /•        7 — ) 

TT      \l  )  &,[U) 

2K  /tt  \  0(«) 

dnc «  =  dn I x\  z=  /,■   — - — -» 

-       \^-  /  03(«) 

2IV/77  \  I      0,(«) 

tnc  u  ■=.  tn  — .r    =:  —   -— r  ■ 

\  T.    \-2.  )        k'  01  (k) 


Si  Ton  pose 


q  =  e--^. 


H.  —  Coî/ri  de  Cale,  infiiut.,  IV. 


i4 
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les  quatre  fonctions©  se  présenteront  sous  la  forme 


0     u]  = 


n 


cos^.r  -h  q*' 


0,  [n]  —  -  sin.r  I  I 


I  —  ?.  7-"  cos^.r  -l-  q'^" 


T 


0,     «     :=  COS.r 


n 


I  -f-  ?.  (/-"cosa.r  H-  q*'' 

■      (i  ■^q"'y- 


e3(«:-n 


I  -r-  9,7-""*"'  ros?..r  -f  7*' 
(1  +  ry^«+i)2 


1331.  Les  valeurs  des  fonctions  0  données  par  les  formules(i), 
(2),  (3),  (4)  présentent  des  avantages  pour  l'étude  des  propriétés 
de  ces  fonctions.  Dans  les  deux,  premières,  l'indice  n  varie  entre 
les  deux  valeurs  infiniment  grandes  —  n  —  i  et  +  /z  ;  dans  les  deux 
dernières,  il  varie  entre  — n  cX.  -\-  Ji. 

Pour  ramener  l'indice  de  celles-ci  aux  mêmes  limites  que  celui 
des  deux  premières,  il  suffit  de  multiplier  et  de  diviser  les  expres- 
sions (3)  et  (4)  par  le  facteur  qui  a  pour  indice  —  ti  —  i . 

Dans  la  formule  (3),  ce  facteur  a  pour  valeur 


COs[.r  H-  (2//   -+-   2)/p]  ^(2«+2)f-/x_[_  ^-(2 «+?){.+/> 


C0S(2«  +  2j/p 


g(2«+2)?     ,      g-(2«+2;î, 


<;xpression  qui,  pour  n  infini,    tend  vers  la  valeur  e  '^.  Donc  on 
aura 


02(«j  =  e'''lim  TT 


cos  I  .r  —  2  ni  0 1 


Si,  dans  la  formule  (4),  on  convient  de  remplacer  le  facteur  cor- 
respondant k  7i  =  o  par — y],  et  qu'on  multiplie  et  divise  par  le 
facteur 


lini 


>in  r. 


sin  [Xq 


-I-  (2/i  -f-  2]/( 
(2/24-  2  j/o] 
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OU  aura,  en  faisant  .r„  =  o, 


0,  («)z=  c'''Iim 


n 


sin   .c  —  inio 


De  celle  manière,  les  quatre  fonctions  0  seront  déterminées  par 
les  formules 


"^"     cos  Lr  -t- [in  -\-  i]io 

0  («)  =  ]im   Y[ 


1 


_„_!  C 


•OS (  2  «  -H  1  )  io 


'^"      cos  I  j:  H 2/iiù 

©,(«)=  c'^- lin,   JJ    -  ^ 


\ 


0,(i<)i=e'-^lini 


cos 2./// 


cos  ;  x  —  a/?/  0 


n 


^     .      .  ,.  -,    ,-     COS.[.7'  —   (2«  +  l)/p] 

0,    M  =  lim    ■  ■     -      ^  ^  '   '  -^ 


COS[2«  H-  )  j/p 


où  l'on  pourra,  pour  abréger,  omettre  le  mol  lim. 
Si  l'on  pose,  en  général. 


_„_1  COS 


"       eus  I    r  -h  y- [2/i  -j-  l 


-vj/pl 


Ll_(2,/-M  —  v)/p 

les  quatre  fonctions  (9), 

0(«),  ©,(«),  e.[u),  e-,{u), 

pourront  être  représentées  respectivement  par  les  notations 

0i,o(«)i    ©i,i(")i   0o,i(«).   0o,o(«)' 
de  sorte  que  les  indices  simples 

o,          I,         2,  3 

é(piivaudront  aux  doubles  indices 


,1,0),   (r,ij,   ^0,1],    (o,oj. 


14, 
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1332.  Propriétés  des  fonctions  0.   —  Considérons  la  forme 
générale 


,    ^,     .  "+""      cos  j  X  +  a [in-\-\ — 'Aio\ 

"OS  \   [J. [111  -^  l  —  ~J  \l  p 


—  n  —  1  t 


Si  Ton  fait  varier  les  indices  entiers  a,  v,  il  est  aisé  de  voir  que  les 
valeurs  obtenues  seront  toujours  les  mêmes  que  les  quatre  valeurs 
précédentes,  qui  correspondent  à  fx  et  y  égaux  à  o  ou  <à  i. 

En  effet,  si  l'on  change  y.  en  y.  +  2.  chacun  des  arcs,  au  numéra- 
teur et  au  dénominateur,  augmente  de  tt,  et,  par  suite,  le  quotient 


[xH-.^+...] 


COs[af  -!-.,.] 

n'aura  pas  varié.    Donc 

01iH-2,v(«.]=01x.v{«)- 

Si  l'on  remplace  maintenant  v  parv  -h  2,  l'arc  de  chaque  cosinus 
varie  de  2/0,  ce  qui  revient  à  changer  n  en  n — 1.  Le  dernier  fac- 
teur, à  la  limite  supérieure,  est  ainsi  remplacé  par 


ces    .r  -i-  u. 'i/i  —  I 


^^] 


COS     tj.  -    —  '2fi  —  I  —  J    i  0  \ 
L  ■    2  j 

elle  dernier,  à  la  limile  inférieure,  savoir 

COS    .r  -f-  u  -  -t-  (  2  /i  +  3  +  V  ]  /  0 
COS    u.  -  -i-  (  2  «  -f-  3  H-  V  /  & 

est  remplacé   par 

ces    a-  -1-  tx  -^ — I-    2 /?  -h  5  -i-  V  :  /û 

COS    fi  -  -}-  ( 2 //  ■+-  5  -h  y  /o 
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2l3 


Donc  le  produit   Tl    si'  Irouvcra  niullipln''  p;ii 

—  n  — 1 

ces    .r  H-  a  -  4-  (  2  «  -T-  5  -f-  V  J  /  0 


,    .r  4-  (* ( 2 «  -1-  I  —  v)ip 


u 

2 

— 

(  2  «  4-  I 

— 

V 

)'? 

[X 

7T 
2 

4- 

(2/2+5 

4- 

'■' 

'? 

expression  qui  tend,  pour  //  infini,  vers  la  limite 


Or,  par  le  changement  de  v  en  v  +  2,  le  facteur  e''^,  en  avant  du 
signe  n,  sera  en  même  temps  multiplié  par  e-'-*'.  Donc  le  produit 
total  n'aura  pas  changé  de  valeur,  et  l'on  aura  ainsi 

On  pourra  donc,  sans  diminuer  la  généralité  de  la  fonction  0^,,, 
la  ramener  toujours  aux  quatre  formes  considérées  dans  les  nu- 
méros précédents. 

1333.  On  voit  immédiatement  que  les  trois  fonctions  0,^o>  0û,i) 
00,0  sont  paires,  tandis  que  la  fonction  0,^,  est  impaire.  On  aura 
donc,  en  général. 


0. 


[~^r^u< 


Les  facteurs  du  produit  TT  étant  en  nombre  pair,  on  ne  change 

—  n  —  l 

pas  le  signe  du  produit  lorsqu'on  augmente  x  àc  "û,  ou  u  de  2K, 
ce  qui  ne  fait  que  multiplier  chaque  facteur  par  —  i.  Le  facteur  e''-^ 
se  trouve  multi[)lié  par  e''' =  ( — i)'.  Donc 

(12)  0;^,v(«   +   2K]  =  (—   l)''0(t,,(«). 

n 

Augmentons  maintenant  u  de  2iK',  ou  x  de  2ip;  le  produit  TT 

— /i  — 1 
sera  multiplié  par  un  facteur  de  la  forme 

cos[X  -4-  («  -4-  3)fp] 
cosf  X  —  w/p) 
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dont  la  limite,  pour  Ji  infini,  est  e"-''^'*''?^  Le  facteur  e"-^  est  mul- 
tiplié par  e~-''f.  Donc 

On  a,  pourfji=:  i,  e^-'"^  =  —  e~-'^',  et  pour  v=o,  e~'-'^=  -he"-'*". 
Donc 

(,3)    ©,,(« 4- 2av')  =  (-i)^^-^-+^f0,„(«)  =  ;-i):^'l-^ ©,,(«). 

En  appliquant  cette  formule  à  chacune  des  quatre  fonctions  0, 
on  aura  les  égalités 

0  (  ?y  +  2 /K' )  _  0,  (  M  +  2  /K'  1  _  0,  (  M  4-  i'K' )  _  03  ( «  +  /K'  ) 

('4)    \ 

Cela  montre  que  les  fonctions  0  ne  sont  pas  périodiques  relati- 
vement à  2iK';  quand  on  augmente  de  cette  constante  l'argu- 
ment u,  ces  fonctions  se  reproduisent  à  un  facteur  exponentiel 
près. 

1334.   Si  dans  0^^ ,,  on  remplace  u  par  u  -f-  K,  ou  xparx  H »  il 

viendra 

+«      cos  Lr  H-  (  y.  -1-  I  )  '    —  (  2  «  -f-  I  —  ■'  ]'^'\ 


»,,_4M  +  K)=e"(''"^"^'  JJ 


'I  f-^  — {2'^  +  i  — ■')pj 


En  comparant  cette  valeur  à  celle  de  0^_^i  ,,  on  voit  qu'elle  n'en 

diffère  que  par  le  facteur  constant  e    -    et   par  le  dénominateur, 

•II                                  T-il-          0,.v^'-l-K] 
qui  est  pareillement  constant.  Donc  le   quotient est 

constant,  ce  qui  donne  les  deux  relations 

0.JM4-K1  ©.,  «-I-K] 

^    , — ^ -=const.,      — ^ :i=const, 

©(«)  01.  "J 

Pour  obtenir  les  valeurs  de  ces  constantes,  nous  remarquerons 
d'abord  que,  les  deux  fonctions  0  et  ©s  prenant  la  valeur  i  pour 


.. 


l'Hdi'iii  i;ti;s   i»i:s   fonctions  (-).  v.i'i 

11=  o,  le  niîttxirl doit  se  rcdinrf.  iiDiir  «  i_  o,  a  fc),  (K). 

'  '  0  (  «  )  '  '  •'  V      /  ' 


el ,  pour  /<  ^3  —  K  ,  ; 


on  m  (Minrliil 
i'^nliii 

Donc 

(15) 

cl  par  sui  te 
ou  encore 


i ,  •  J  )('  plus  ,  à  cause  (le 

0 ,  Iv  1  ' 


sa  Iv  —^  r-n  I 

0!lv 


©l'K)  -=i0;K}. 


0;K'  '-     *^      '' 


\'^i 


«3,IV, 


0    iv  0,    K 


77^^  -  V7. 


0j«H-K)        02f«-f-K) 


01  II 


—  «1  i  IV 


0.,f  R  —  w'         0,iK  —  w 


0   K  —  //  w,    Iv  —  Il 


0,    // 


0.,    it 


=  V'/'', 


v'/.'. 


k//' 


Ainsi,  quand  on  remplace  u  par  son  coinplcineiiL  K  —  i/.  ou  .r 
par  -  — .r,  les  fonctions  0  et  ©3,  0|  el  0o  s'échangent  entre  elles, 
à  un  facteur  constant  près. 

1335.  Si  l'on  remplace  maintenant  //  par  n-h/K.',  ou  ,r  ])ar 
X  -{-  ip.  on  a 

-hn 

cos   .r  —  lui 0] 


0,    //  -}-  / 


R  =n 


C<)S(^2«  +  I  ;  //3 


■^ "       COS  (  .r  H uni 0 

0(«  +  /K';^  J"] 


[^ 


?.  //  4-  I  I  /  0 
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Donc  les  rapports 


sont  constants. 

En  faisant  u  =  o,  puis  a  =  —  iK.',  on  trouve  que  le  premier  de 
ces  rapports  est  égal  à 


0.(/K'l  = 


et  le  second  à 


L'égalité 
donne 


0^(/R') 
0,[/K' 


=  tn/K'=:  i 


0.(av')  =  /0,(/K'; 

D'ailleurs,  si  dans  l'égalité  [1330] 


0,1  « 

^  '      0.  « 


sn  f  Iv  —  u 


on  fait  11  =  —  iK',  il  viendra  [1318] 
De  là  résultent  les  égalités 

h  .h 

(i8)         &,{iK')  =  e'^s/^.-,     0,(/K')  =  î^,     0,(/K')=^, 
d'oii  l'on  conclut  les  suivantes  : 

/0i(m)  02(«)  * 

En  remplaçant  u  par  u — iK!  dans  les  formules  (i4)  du  n"  1333  et 
dans  celles  que  nous  venons  d'écrire,  nous  obtiendrons  les  relations 

02(«  + /K')  _  —  0,(«  — /K'I  _    _,■ 


)0,(«-/K')  Q,[u-i-iK') 

(20)  \ 
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On  lire  (le  là 

0,(«  +  /lC)^0,(«-f-/K')  ^    I   ^_,,^^ 

Ainsi,  quand  on  ajoule  iK!  à  l'argument  «,  les  fonctions  0  et  0,, 
ainsi  que  les  fonctions  0^  et  03,  s'échangent  entre  elles,  à  un  fac- 
teur exj)onenliel  près. 

De  ces  diverses  relations  il  résulte  (jue  les  quatre  fonctions  0 
peuvent  s'exprimer  au  moyen  d'une  seule  d'entre  elles,  de  0;$  ])ar 
exemple.  On  a,  en  effet. 


0     («)    =     -—    0;,  (K-—   «), 

y/' 


2?. 


0,  (m)  =  -4=  e"'-'""^- 0,  (K  -f-  iK'—  u). 


I 


02  ( « )  =  -^  e~'-^~  2  f «3  ( / K'  —u). 

1336.   On  peut  déduire   de   là  les  valeurs   du  module  A  et  du 
quadrant  K  en  fonction  de  p  ou  du  rapport    .       des  deux  périodes 

des  fonctions  elliptiques. 

En  faisant  u  =  i¥s.'  ou   x  =  ip   dans    la  valeur   (5)  de  Q^i^u) 
[1330],  il  vient 


nSh^o         1 
Cil-    2//  -M  1.0  J 


ou,  en  vertu  de  l'égalité  Cli-c7  H- Sh-p  ^  CIi(a  +  p)  Ch(7  —  c), 
n  (   K')  -TT  Ch(2/^  +  2)oCU?./..  _^  (  ■  + '?^"-^"i  (  »  +  7^") 

0  0 

ou  enfin,  en  introduisant  au  numérateur  le  facteur  i  4-  '/"""''',  égal 
à  l'unité  pour  n  infini,  et  faisant  sortir  du  signe  II  le  facteur 
H-  yO  =  2, 


>3)         «.(*)= -n(TT{^'y 
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Donc,  en  vertu  des  forniules  du  numéro  précédcnl,  on  a 


0 

La  formule  (i5)  du  n°  1334  donne  immédiatement 

(.5)  v'/'=.-.4K)=n(^^;^)- 

0 

Elle  donne  encore  réqualion 

('«)        -;,=«.i'^)=jn(f^:)' 

^  1 

Par  la  combinaison  de  ces  formules,  on  peut  en  obtenir  nii 
grand  nombre  d'autres,  dont  quelques-unes  nous  seront  utiles 
plus  tard. 

Si  nous  posons,  pour  abréger, 

[  M=:];j(.-l-7^«),      M'  =  JJ(i  +  .y^"-^>), 
!  I  0 


\'^l) 


1  N=J|:i  -7^"),     ]N-'  =  JJ(r-î^«-' 


on  aura  d'abord 

MM'  =  JJ  (l  -+-  q"),       NN'=:  Jl"  (,  -  ri"), 
0  0 

d'où 

M  M'.N  >'  =  J]^  (  '  —  q-"  )  =  N^ 

0 

d'oîi  résulte  la  relation 

(28)  MM'N'  =  i. 

Des  relations  (24),  (aS),  (26),  mises  sous  la  forme 

aty  __  IM'-  I     _  M'-  r.     _  M- 

,         V^X-~M^'      7^'~^'      ^^"r^' 


on  lire 


il  ou 


l'iu)  I  111  i:ti;s    |)i:s   ionctions  h. 
^.7./;_  RI'- _  IS'2     I 


^V'V-^TT/.  ..2„    2___   I   I     ,_,^-2»+.,2_ 


•/!., 


1  ^  0 


V 

On  a  encore 

^       '  J.^       MJN'  MIN'  11  ^  ^         '   ^  -'         ' 

0 

1337.  Nous  avons  ohlcnii,  (Ijims  le  numéro  précédent,  les  déve- 
loppemonls  des  fondions  B  en  produits  simples,  en  eommeneanl 
par  grouper  ensemble  les  facteurs  correspondants  aux  points  cri- 
tiques sllués  sur  une  même  ligne  horizontale.  En  commençant 
par  grouper  les  facteurs  dans  un  autre  ordre,  on  obtiendra  d'au- 
tres fonctions  0',  jouant  les  mêmes  rôles  que  les  fonctions  0, 
mais  de  forme  différente . 

Considérons  de  nouveau  le  double  produit  [1327] 

-ll„,,,,  (2/?i  -i-  l)lv  H-  (2//  +  Ijilv' J' 

et  posons  cette  fois 
■r/  =  — —  î      x'  =  c!  Il,      r,'  =z  r,'  K,      ;c'^  =  r,' [  2  m  -4-  I  j  K  =:    -2  m  +  i    o' . 

La  fonction  03  (zi)  prendra  la  forme 

/  +  «î  H-  m 

cos^.r'  —  (o./«H-l)p'] y---  Ch[.r'— (2/// H-i)p'] 


©J«    = 


cos    lin  -{-  \  1  i o'  11 


cos   2w  +  ri/o'  11  Clr^  2//^ -4- I  )p' 

3ij  / 

1        —  rrr          sin^fV     1  i^r  sh^r'     n 

I                     -■^-■- L         cos-(2m -t-i)/_o' J  1-1  I  Cli*^2///-f-i  p'J 


En  comparant  celle  valeur  avec  celle  que  nous  avons  précédem- 
ment obtenue  pour  le  même  double  produit,  on  \(ul  (pie  Texpres- 
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sion  de  ©3  (  u )  est  ce  que  devient  celle  de  ©3  (  «  )  lorsqu'on  y  rem- 
place X  et  p  par  ix'  et  p'. 

SI  l'on  change  maintenant  u  en  zf -t- K,  ou  x'  en  x'-h  p',  en 
faisant 

x'  —  ■^■'0  =  v, '  (  «  —  '2  m  K  ) ,       j'q  =:  2 ru  rj , 

il  viendra 


0'f« 


-|-j-  c()S/(.r  —  im^  ]  

■3?.)  <' 


n 

—  m 

=  Ch,/:'rT(  •  +  ;.;''        ' 


=  cos  /  .r 


n 


COS'^  9.//II  p 


Donc  Q'[u)  est  égal  à  la  valeur  de  02(«),dans  laquelle  on  rempla- 
cerait X  et  p  par  ix'  et  p'. 
Le  double  produit 


-llm,«L'         (2/«-Hl)K  +  2 
peut  s'écrire  sous  la  forme 


///  K' J 


— '  -y.in-hi 


,  0 


&Ju]  = 


n 


l2/?Z-4-Ip-; in  — 

'  '  l  2 


33' 


n 

_,„_!         COS 


n 


cos  I 1-  -^ (  2  /?Z  -f-  I 

/  2 


+ 1 1  ;  p  j     i  j. 


-  —  2  /?i  + 1 


nsin/[.r  —  [1  m  -h  i) p'] 
sin  (2/«  4- 1)  ip' 


SW-.i' 


Sh-  il  m- 


OrJ' 


Donc  ©'jl")  ^^''  ^ë^^  ^  ^^  ^^^^  devient  Q[u)  par  le  changement  de 
X,  p  en  ix',  p'. 

Si  l'on   considère  enfin  le    numérateur  du   développement  de 


FONCTIONS    (■)'. 

sn  (  Il  H-  lu  ' 


sn«o 


—  5  en  V  inlroduisanl  x'  cl  p',  il  \  icnl 


1-|-  «  +  «0  —  -  '"  '^  —  2  ///  IV     i-|-  Il  19 

Al lu  —  2///IS.  —  o.nlK!  A  A, 


—  2  /«  '—  —  2  «  — 
/  l  2 


-/H,/t         "0  —  -""i^ —  ^,/u.iv  ,„,„        .•  n 


siii  -  ( x'  -{-  ,r,,  —  2  m p'  ]        siii -. — ^     »     sin  -  (  »:'  +  ./,  —  2 /« r/ 


=n  ^^^ =     -  n  -^. 

_,„        sin  -  (-^'o  —  2"2,û'  )  sin  -"-         i  sin  -  [x^ —  2mp'  ) 

d'où  l'on  conclut,  comme  plus  liant, 

,34)  e;(,o  =  ^si,wvTT(,-Jîi^liÀ4Uisi,ynf,--^i!^V 

'       '       ^^     '        ir!  11  \         sin-2»//p7        c'  11  \         Sli-'2/«o7 

La  fonction  0'j(tt)  est  donc,  à   un  l'acteur  constant  près,  ce  que 
devient  0(  (u)  lorsqu'on}'  change  x^  p  en  ix',  p'. 

On  peut  encore  donner  à  ces  formules  une  forme  analogue  à 
celle  des  formules  (9)  du  n°  1331,  savoir, 


cos  [tx  —  imif 


cos  2  mi  0' 


—  in  —  i 

+  "'    COS  (  i.r'  H ■?.  min 

e\  [u]  =  e— ''liin  TT 


_,„_!       cos 


■351        ( 


e'.^{u)  =         lim  TT 


( imio'  1 

s     i.r  +  -  —  [im  -{-1)10 


-m-\         C( 


)S (  2m  -f-  i)';^' 


•^  ^     '  11  cos(2w4- i)«p' 

—  7«-l 

en  se  rappelant  que,  dans  la  valeur  de  0',  (//),  on  est  convenu  de 
remplacer,  pour  ?n^o,  le  facteur  cos  (  - —  2ruip'\  par  la  \aleur 
—  y/. 
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On  se  rappellera  que  les  quantités  r,,  x,  p,  q,  ■//,  x',  p  ,  tj'  qui 
entrent  dans  ces  formules  sont  données  par  les  relations 


3g: 


d'où  l'on   lire 

3   ]  -  =  '^  =  ~  =  ^  =  ^  =  v/- 


>3     K.'      20      —       V  P  4 


1338.   Si  l'on  pose  généralement,  comme  au  n°  1331, 

—  v)/>'  j 


+  '"    cos  I  i.v'  -+-  M. [im-'s-i 

'    7. 


—  iii  —  i 


n 


cos    y. (  2  w  -f-  I  —  V  )  /p' 


on  trouvera  une  série  de  relations  semblables  à   celles  f[ue  nous 
avons  établies  pour  la  fonction  0.^ ., (zt). 
On  aura  d'abord  les  égalités 

(38)  ©'=«'0,,.     «'.  =0'i.i.     «'2  =  <=>'i.«»     «'.  =  0'o.o» 

qui  différent  de  celles  du  n**  '1331  par  l'échange  des  indices  p,  v. 
Il  viendra  ensuite 

[©!,_,(—«)  z=  (  —  I  )  ■^■'  e'.,.,  [u], 

(39)  !  &.,,.,[u  -+-  o/K'j  =  1—  i)"0;,„(«), 

(  ©:,_, ( /^  +  2 K )  ==  ;—  I )'^6'--^'+2?' ©;, ,, [u). 

1339.  JNous  allons  chercher  maintenant  la  relation  qui  existe 
entre  les  valeurs  des  fonctions  &,^.,  et  0!,,^,  qui  jouent  le  môme  rôle 
dans  les  expressions  (6)  [1330]  des  fonctions  elliptiques  sn«, 
cnH,  dn«,  tnu,  et  dont  les  valeurs  doivent  être  nécessairement 
proportionnelles. 

Désignons  par '-!*(«)  la  valeur  commune  des  quatre  rapports 

©',,,  f  //  ]  ©'>,(«) 

©..,v  (  u  )  "  0-;,  [u)' 


H  i:i.ATi  ()\s    KNiui:   r.  i;s  h  i;  r   i,i:s  (-)'.  -rii 

('-elle   loiuiioM   csl    paire.   \)r  |>liis,   elle  ne  dcvii'iil    m    ii:ill<'  ni   in- 
linie  pour  aucune  valeur  liuic  do  /i,  et  se  rédtiil  à  l'uinli'  pour  ii  =.  o. 
En  vcrlu  des  formules  dos  n""  1333  et  li)^8,  ou  a 

d'où  lOii  lire 

\  Dj(iy^(«  + 2K)     ~-Q.r/  -{-DJo'^l>[u), 

\    D,;l()g->(«  +  2/K')  :    :  2/r,  +  D^iog-^/ («  ] , 

et  par  suite 

(40        D,^  loy  ■y.u-h  2  K  )  =  D;,  log ■!>   M  -t-  2  /  K'  )  —  Dl  log  ■]/  (  /^ . 

La  louctiou  ^(«)  étant  uniforme  et  continue  pcjur  loiile  valeur 
de;  «,  il  en  sera  de  même  des  deux  (onctions 


13e  plus,  les  égalités  (4i)  expriment  que  la  fonction  D;,  log(|<(«) 
est  doublement  périodique,  et,  par  conséquent,  elle  est  encore  finie 
poui'  H  =  GO  .  Donc,  d'après  ce  que  nous  avons  démontré  au  n"  1 137, 
elle  se  réduit  à  une  constante. 

On  doit  donc  avoir,  en  inlégrant, 

D„log-^(/v)  =  au  +  fj, 

a  et  ù  étant  deux  constantes.  Mais  la  l'onction  D„log'^(/<),  étant 
la  dérivée  logarithmique  d'une  fonction  paire,  est  elle-même  une 
fonction  impaire  [288],  et,  par  suite,  la  constante  b  est  nulle. 

On  déterminera  maintenant  a  en  observant  que,  d'après  les 
équations  (4o)i  aux  accroissemenls  aK,  2 ihJ  de  u  correspondent 
les  accroissements  a.r/,  -lin  de  D„log'|(«),  accroissements  qui.  en 
vertu  de  l'équation 

Du  log  •]/(«)  =  au, 

doivent  être  respectivement  égaux  à  2aK,  r>.mR'.  De  l'une  ou  de 
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l'autre  de  ces  conditions  on  tire 

77 

a  z=^ • 

2Rlv' 

Donc 

d  log  M  «  1  =  -,  u  du , 

*^^    ^        2KK'  ' 

d'où,  en  intégrant  et  remarquanl  que  "Ko)  =  i, 

Par  conséquent, 

0:,^(«)=e*KK^0^,.,(«). 

1340.  11  existe  une  relation  importante  entre  les  fonctions  0 
correspondantes  aux  modules  complémentaires  h  et  V .  Si  l'on 
change  u  en  in,  k  en  h\  et  par  suite 

r,,   p,   X     en     •/;',    o',  ;\r', 
la  fonction  0^,, (/<,  A)  deviendra  [1332] 

-*-"    cos    ix'  -+-  y-- [in  -T-i  —  v)  io' 

_„_i      co 


)S  I   u. (  2  «  -f-  l  —   '■')'[■'' 

T.  Il- 

=  ©;,,,  (/«,/)=  e^^  0,,,,  (?/,/). 


Donc 

formule  qui  permet  de  ramener  les  0  d'argument  imaginaire  aux  0 
d'argument  réel,  et  vice  versa. 


DiivK  Loppi:  .mi;n  r  ni:s  0  i:n  siiniES  TiiKioNoAri;  rmoti-s.       -kx'. 


§  V. 

OÉVELOPPEMUAT    DES    PRODUITS    liNIINlS  B    FM   SÉllIES    TIUGONOMÉ- 
TUIQUES. KONCTIO.NS  ^. 

13 il.  La  fonction  0^,^(/f)  dépend  de  rcxponcnliello 


elle  est  uniforme  et  continue  pour  toute  valeur  de  cette  variable  t ^ 
car  elle  reste  finie  pour  toutes  les  valeurs  de  L  autres  que  celles 
qui  rendent  t  infini,  et  elle  admet,  comme  t,  la  période  4^^-  Donc, 
en  vertu  du  théorème  de  Laurent  [L148],  cette  fonction  est  déve- 
loppable,  pour  toutes  les  valeurs  de  f ,  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini, 
en  une  série  infinie  dans  les  deux  sens,  et  procédant  suivant  les 
puissances  entières,  positives  et  négatives  de  !.. 

Nous  avons  vu  [1333]  que,  lorsqu'on  remplace  u  par  u  -|-  2K, 
t  se  changeant  en  — /,  0,j,.,(«)  est  multiplié  par  ( — i)',  de  sorlt; 
que  l'on  a 

©,,,,(— i)  =  (—!)■' (-)^.,(4-^). 

Donc,  si  V  =  o,  0,^  o  sera  une  fonction  paire  de  l,  et  son  développe- 
ment ne  contiendra  que  des  puissances  paires  de  cette  variable; 
si  V  =  1 ,  0.j^  1  sera  une  fonction  impaire,  et  son  développement  ne 
contiendra  que  des  puissances  impaires  de  t.  La  série  sera  donc 
généralement  de  la  forme 


La  fonction  %.^.^{^u)  étant  réelle  pour  les  valeurs  réelles  de  x  et 
de  q,  les  coefficients  a„i  et  «_,„_.,,  correspondants  à  deux  puis- 
sances égales  et  opposées  de  e'-*^,  devront  être  égaux  entre  eux  en 
valeur  absohie. 

Connaissant  maintenant  la  forme  du  développement,  il  ne  reste 
])!us  qu'à  déterminer  les  coefficients,  ce  que  nous  pourrons  faire 
par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés. 

13  i2.  Nous  allons  commencer  par  dévelop[)er  la  funclioii  0,i,n  '  "  ' 

H   —  Cours  de  Cale,  iufiint.,  IV.  '  J 
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ou  ©^(a),  et  de  son  développement  nous  tirerons  aisément  les  dé- 
veloppements des  trois  autres,  en  nous  appuyant  sur  les  formules 
desn°M334etl33o. 

D'après  ce  que  nous  venons  d'établir,  le  développement  sera  de 
la  forme 

Si  Ton  change  u  en  il  -+-  2tlv',  on  aura  [1333j 

©3  (  M  -4-  2  aC  )  —  e--''"+'^îB3  [ii)=l  o,„  c2?c-("'-')'^ 

ou,  en  introduisant  y  =  '-"-•, 

En  égalant  de  part  et  d'autre  les  coefficients  des  mêmes  puissances 
de  e'-^,  on  aura,  en  général, 

d'où  l'on  tire  successivement 


^/H  —  "m—\  1  - —  "o  7       • 


Donc 


03(k)  =  «0  V<7"'-e2'"'-^=fl'o(   1  H-  2  V7"''c()S2OT.r 


On    a  ensuite    [1331,   (i6)],    en    changeant   «   en    li-hK,    x 


en  X  H —  ■» 

2 


©(«)   =    -^©3(m   +K)  = 


I  )"■' 7 '""e- ""'•«■ 


^k' 


,  y  (_  ijwçm'^9/H/x 


ni':\  i:  i.di'i' i:m  i:nt  m:s  (->  i:\  skiiii;s   rii  k.h  no  m  i,  i  h  lut  i;s.        277 
l'ui-s,  par  les  iuiimilcs  [\i))  du  11"  1IÎ3.'), 


©2     «, 


1        <— -, 


v/7.-  -^ 


/«  +  I    .r. 


Ijifiii  les  rorniiiles  {17)  <Iii  n"  !  3o  i  «lniniciil 


in-i-l  )i.c 


i/X' 


v//.' 


y.(-i: 


SU)    2/;<  -+•  ii.r. 


1343.    11   nous  rcslc  à  (Ictcrininer  le  lacLeiir  conslanl  (to,   com- 
mun aux  quatre  lonclions  (-). 

Léqualion  (29)  du  n°  133(3  nous  donne 


n 


1-7- 


V/' 


n 


1—7- 


Désignons  parP((/)  la  valeur  commune  de  ces  deux,  expressions. 

En   comparant  les  valeurs    [1331,  (8)J  de    0(w)  et  de  ©i(a) 

avec  celles  que  nous  venons  de  ti'ouvcr,  on  aura  les  deux  égaillés 

I  I  '  I  —  2  ly-""*"*  cos  •>.  X  -f-  ry '"'+2  ) 


=z^[q]       I  +  ^^y'^ —  l]"'q"'' COS'2>7l. 
1 

oc 

sin.r  I  I  (i  —  2.f/-"  cos2.r.  -+-  q'") 
1 

œ 

=  P(7)  2(—  i)"'<7""+"'sin(2WiH-i).r. 


Les  deux  membres  de  chacune  de  ces  deux  égalités  étant  iden- 
lifiucs.  quelles  que  soient  les  valeurs  de  q  et  de  x,  elles  subsistc- 

i  j. 
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ronl  lorsqu'on  y  remplacera  c/  par  //-.  En  les  miilliplianl  membre 
à  membre  après  cette  substitution,  et  remarquant  qu'alors  le 
produit  des  premiers  membres  reproduit  le  premier  membre  de  la 
seconde  é([uation  (i),  il  viendra 


[P(^^]? 


I  H-  9.  >  f — ij"V/-"'''to.s?./w.r 


y  (—  I  )'"  fjV>''-+^"' sin  [im  +i]x 


=  Ç[f,]'Si~x 


'^'l^l  2^\~~  '  )    <!    ^^      ^^'^^  ^'i-'ii  +  i]-^. 


En  égalant  dans  les  deu\  membres  les  coefficients  de  sin^,  on  a 

0 

Si  l'on  Tait  x  =--  -  dans  la  seconde  égalité  (i),  elle  donne 

p  '  y  )  y  7'"'+'"  =.  TT  :  '  —  t"  Y- 


Donc 


et,  par  suite, 


^''/i)J\[^  -  T")  =  ^'.rJl  :  -  r"\ 


\a\  fonction  P('7  )  rT(i  —  'l'-"  )  ne  varie  donc  pas  lorsqu'on  y  rem- 

place  q  par   </'-,  et   par  suite  aussi  par  </',   c/**,  .  .  . ,  et  finalement 
par  7"^=  o,  puisque  q  est  <^  i .  Donc  on  aura  dans  ce  cas 

00 

1 
quantité  égale  à  l'unité,  en  vertu  de  la  première  équation  (i  ). 


FONCTIONS    S^. 

On  aura,  par  cons('(|tiriii. 


y/Mj 


0  I 

On  a  craillcurs  [133G,  (3o)],  d'après  les  notations  de  ce  numéro, 

K'2      I  I 
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'0=V 


N.N'^        M'-^  MN'^        M'-rs 


=  \r,. 


I3i4.   Si    nous    posons  maintenant,    d'après   Jes    notations  de 
Jacobi  ('  ), 

/ 


.r  ,  =  I  H-  2 


1 

S-,(.r)  =z  -^^.^l—  i)'"<7'^""*'2''  sin(2/«  +  i).v, 


i^: 


S-.,  '  ./■  I  =  7. 


COS  (  ?.  /;z  -{-  I  '  .r, 


l    S-3  [.r)  ^  I  -i-  2  ^  g'"' COS  7.111. r, 

les  produits  0  auront  pour  expressions 

0       II  :  ~K  /  ~ 


:3] 


En  remplaçant  dans  ces  formules  les  produits  0  par  leurs  va- 
leurs (8)  du  n"  1330,  et  les  constantes  m,  A,  k'  par  leurs  valeurs 
du  n"  1336,  on  aura,  pour  les   expressions  des  fonctions  S-  sous 


(')  Dans  les  Fundamentn,  Jacobi  représente  les  fonctions  S'(.r),  S-,(^)  par  ©(«) 
H(f/),  d'où  l'on  déduit 

S,(a-)  =  II(K-«),     &,(x)  =  0CK-«). 
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lorme  de  produits  infinis, 

I    3-    (  .r  j  :::i  TT  (  I  —  7 2 "  )  •  TT  (  '  —  '">•  7  "  "  '' '  <--()S  •,..  ./•  -j-  7  ^ "+2  ) , 
1  0 

^i  (■^")  ^  ■^•'7  '  IJl'  ~  7^"j.sin./;.  n  (i  —  •>.7-"  (■os:>,.r  ^~  7'"'), 
1  1 

3-,(x;  --  o^'  TT'i     -  7-" '.n)s./\TT    I  -\-  2r/-"c<)s-.>../— f-  7'"'), 
I  I 

^./x]  =^  1^(1  —  '7'^  ■H    '  "^  •'•7"'"^'  t:"S-...r  -i-  r/'*"  +  ^). 


D'après  cela,  les  fondions  ('llipli({iies  s'exprimeront  au  moyen 
des  fonctions  B-  par  les  forninlcs  suivantes  : 


(In«  --=      v/ 


tn« 


(6)     y  V     /■     -^al-'j 

dnc«:^      V'/^^^, 


tnc/<  = 


Lorsque  la  constante  p  et  la  constante  </  qui  en  dépend  seront 
remplacées  par  des  quantités  représentées  par  d'autres  lettres,  par 
exemple  par  p'  ou  q' ,  on  mettra  ces  lettres  en  évidence,  et  l'on 
écrira 

S-  (.r-,  0  )   (111  S-    ./•,  <y'  ],     .9-1  [x,  rj'  ]   ou  5-1  (  ./■,  fj'  ),      etc. 
Les  fonctions  3-,  3-2,  3-3  sont  paires;  la  fonction  3-,  est  impaire. 

'134o.  En  substituant  les  valeurs  (3)  dans  les  formules  obtenues 
aux  n"*  l33o,  1336,  1337,  et  posant,  pour  abréger. 


,7/ 


'I  e- 


TON  (Vil  ON  s    S. 


vil 


on  aura  les  rclalHiiis 


3-   [.r]z  -.^,(^-.A  -^i',^i{x 


-.)  =  -/;^Jx-t-- 


(8) 


B;[a:]  ^-^^4^-  •'■)  =  '?^    (•'^  -  '^'  =         '?^3  (-^  +  ^  -  '>). 


S-3  (.r  )  =  5-    (  1  _  .r  )  =    ?  3-.  (.f  —  « p)  =  ;  3-1  (  .f  -4-  - 


Pour  z<  1=  o  ou  K,  d'où  x  =  o  ou  -»  on  a  les  formules  suivantes 

2 


»(o)  =  S-.    -    = 


1 

..(oi=..,(f)=^/i_-.i,'"*=). 

0 


ij«y' 


Des  formules  des  n°*  1333  et  suivants  on  tire  eelles-ci 


Pour  u  =  11^^  -{-  2. mK  +  2 n / K  ,      .r  =  .v^ -A-  im h  '2 m p, 


iï«, 


)« 


3M 


S-i  ^  Xo  j 


—  q-"'e--"''. 


Pour  «=«o-^2'"K.-i- (^«  +  0'^^''     .r  =  :ro-f-2w^+ (-îw  +  ij/p, 


^     ^  &i(.^o)~^       ^    ^a-'o)      ^3(^0) 


■("-^D'e-(2t+')'^. 
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Si  Ton  pose,  comme  au  n"  1337, 


■c'  _  K 
et  de  plus 

r.  11° 

u  —  ^rivû 


vl 


C- '<  z=^  e-'i  z=z  q~'  z:^  q' 


la  relation  établie  au  n°  1338  donnera  les  formules 


i3' 


-'^^[l-r\ 


vU^i(j:',o'), 


^2(/.r)='/U^   (.r',r/), 

En  changeant  dans  ces  formules  q  en  c/'  et  y  en  ->  et  dévelop- 
pant le  résultat  de  cette  substitution  au  moyen  des  formules  (2), 
on  en  tirera  de  nouvelles  expressions  des  fonctions  S^,  qui  sont 
avantageuses  pour  le  calcul  numérique,  lorsque  /.  et  q  sont  très- 
voisins  de  l'unité,  et  par  suite  (f  très  petit  : 

IJ         •^^ 


>4) 


:>,(^)  =  ^.9,2;(-0"'7''""^^  sh(2«  +  i).r', 
0 


On  en  lire,  pour  remplacer  les  formules  (6), 


5-2(0 


I  -+-  2'V(- 
1 

^3(0]  =7(   i-f-a^'?'" 


i)"f/ 


FONCTIONS    5.  V.'n 

13  i7.   SI  l'on  rom])lacc,  clans  les  fondions  â-,  la  varial)|{;  i(''(:Ilo 
X  par  une  variable  complexe  x -{-ij,  en  s'appujanl  sur  les  formules 

cos  («  -t-  /p  )  -^  ros  {y.  —  /|3; 
•=cosKCIr5,     etc., 

el  posant 

Â''  ('^lO')  =  >  H-  ^2^""  !;"(y"'cos2«,r  Ch?.//j-, 


§^i(.r,0-^  = 


g-2(.^,U' 


0 


i]"7        -     s'm  [2  r/ -^- i)  x  Ch '2 /i 


+  'j.r» 


ce 

^-'^V      -    cos  (?./?-+- i)-^Ch(2«  +  i)j', 


1 

//   ('.r,  /)■)=:  —  2  >  1' —  I  ;"  n"'  sin  ■>,  n.r  Sh  ?,  «  ) , 

1 

//i(.r,/7)=        '^y'f— i)"»?^^       2.  (.os(2/^  H- i]^Sh(2« -h  i)r, 
0 

^'i  (  •'■■)  'J"  )  =       ^  ^  7  "  ^      sin  (  2  «  +  I  ;  .r  Sh  ■  2  /^  +  1  )  j-, 
0 

li^[.T,iy^  zm        2  ^  7"'sin2«xSh2/?  r, 


on  aura,  pour  rindice  ^  =  o,  1,2,  3, 

(  '  7  )  -^lA ■^'  =±^  0-  )  =  é-":^  ( ■^':  iy  )  ±  '/';x  (  -ï-,  '>  )  • 

Dans  le  cas  où  le  module  serait  très-voisin  de  l'unité,  on  trans- 
formerait ^^[x  -\-ij)  en  B-^[i{j  —  ix)\.  En  ayant  alors  égard  aux 
formules  (i3),  on  ramènerait  les  développements  à  ceux  des  fonc- 
tions ^v(j)' — ix',  (/').  Par  exemple,  en  posant,  d'après  les  for- 
mules (12), 

'■-•'V'r  "='■  "  ='  "  • 
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on  aurai l 

=i7V^~  [^v;/,  /.r',  ,/')  -  //;,(/,  /./;',  7')], 
et  de  même  pour  les  autres. 

1348.   Des   expressions  (4)  du  n"  13i4  il   est  facile  de  déduire 
les  développements  en  séries  des  logarithmes  des  fonctions  B-. 
On  a  d'al)ord 


»  's 


En  sonnnant  les  deux  membres  de  l'égalité  par  rapport  à  lindice  a, 
depuis  n  =^  i  jus(pi'à  //=  ce  ,  il  vient 

et  par  suite 

1  1 

L'expression   i  —  2//"  cos  ax  +  </-"  se  décomposant  en 

on  a,  pour  les  logarillimes  des  deux  facteurs, 

log  (1  —  7"  ('-•^'•'■;  =  —  y    1  r/"'  c^'--"\ 

d'où 

log(  I  —  ?.  ry"  cos'i./'  H-  r/-"  j  =  —  7.  ^  -  7"''C()S2  v.r. 

1 

En  sommant  par  rapport  à  n,  selon  que  7Z  sera  de  la  forme  2  m  —  i 
ou  de  la  forme  2///,  on  aura 


log  I  I  (  1  —  1q"  cos2.r  H-  17^")  =  —  2  2_,  -  7:,  COS2v.r, 

1  1 

on    =  —  •:>> COS2VJ: 

^i^  j    1  —  7"-' 


lO.NC  TIO  \S    3-.  yi'} 

Si  Pdii  avait  en  à  sdininci-  les  l()L;arillmics  des  expressions 

I  -+  27"  CDS?. .r  -I-  7'", 

,         ,  ,      ,  ,  ,      ,     I         (— i)^ 

011  aiirail  eu  le  iiieine  resiillal,  au  (•liaii;4ciiieiil  uns  de  -  eu   —  -  • 

D'après  cela,  on  aura,  pour  les  dévcloppeincnls  des  lo^^arillimes 
(les  qualre  ronclions  3-,  en  posant,  pour  abréger. 


r       7-'  I   ^   I       7 


—  1 


(.8)  q  =  -yl.^--l^^=-LS     ^, 

^       '  ^  ^mé  n    I  —  7-"  '.'.  ^^  n  bixino 

1  1  .' 

les  expressions  suivantes, 

1 
l.,i,..^,(.r]=Q  +  log(2  7^sin.r)-22^   -^^-;^  COS2«.r, 


'9)      < 


1,,"^,    .r';  =  Q  -'-  log  i'2  7*  C()S./7  -  ^.  >         -' 77:  œs2/?.r. 


Io;jS-., '•*•;  =  Q  —  2  >    ^ ■-    ïT  C()S2//.r, 


ou,  sous  une  autre  forme, 

oc 

«ri  '■/"  +  cos2«.r 
logS-  (.r   =  —  ^  >    ^ ri ' 

1 

/      i          \           V^V"!'  —  cos2«./;) 
loy^,;.-   =loyi27'sm..j-2>^ ^Tsh^— ' 

1 

1 

x-i  7"  -f-  f  —  I  V'  ons  2 /7 .r 

log^,(..)  =  -2>^ ^T^^^^ ' 

1 

Pour  les  valeurs  complexes  de  Tar-unK  lit.  la   formule   (17)   ^\y\ 


20        ' 
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nunicTO  précédent  donne  la  l'clalion 
21  —  lotr  -^ ^  =arclan£:    '  ^       -^  ' 


1319.  Les  dérivées  logarllhniiques  des  fonctions  B-  jouent  un 
rôle  important  dans  l'Analyse.  Jacobi  a  désigné,  à  un  facteur  con- 
stant près,  celle  de  B-(^x)  par  le  symbole 

Z[u]  =  D„  lcg0 [u)  =  r.  D,.  los5 (.r). 

Cette  fonction  jouit  des  propriétés  exprimées  parles  égalités 

Z(o)=rZ(K)r=o,     Z{—u)=  —  Z[u),      Z(m4- o,K)  =  Z(tt). 

On  trouve  immédiatement,  parla  différenliation  des  formules (2), 

DjogS^  {■r)  = j^—    >   (— i)"//ï7'''sin2«.r, 

i 

D,logS-i(.r]==        ^^  y  (— i)"(2/?-hrK/"^''  cos(2«  +  i),r, 

Da-  H^-2  { •^)  =  —  ^r—  y  (  2  "  -i-  I  )  <?     '  "^  sin  (  2  /?  +  j  ) .r, 
0 

D^  Ioga-3  (.r)  =  -  --—-  2  //7"\sin  2«.r, 
1 
ou,  parla  diflerentiation  des  formules  (20), 

D..log.^     .r   —  2>    7- , 

1 

^                          ^^        sin2/?x 
D,.  loirS-,  (■i' J  ^  cot.r  4-  2  >  7"  -7; 1 

■231  ' 

,      ^    ,     ,  x^  ,         ,  sin2«.r 


D^  10-^3  (.r)  =  22,  (-1/ 


Sll  2//p 
1 


On   voit  que  la  troisième  et  la   quatrième  des  formules  (^S)  se 
déduisent  de  la  seconde  et  de  la  première  par  le  changement  de  x 


en  X  H 

2 


r  ONCTION  s  3-.  2.']y 

En  proiiauL   jxnir    K-s  B-  leurs  valeurs   (li'lcriiiiiM'rs   piif  les  l'or- 

miiles  (3)  du  ii°  I3ii,  combinées  avec  les  formules  (35  )  du  n"  1337, 

et  opérant  comme  on  vient  de  le  ("aii-e,  on  liouverail  les  (orniules 

suivantes,  avantageuses  dans  le  cas  de  y  voisin  de  runil(':  : 


M 


D,.\o!2B-   './•)  — 


D.,loo3,(.r 


D.,,lon;^,(,r]  =  - 


-i-r 


Th./'  —  2  >    j—  l]"n'" 

1 


Th./.' 


y  7'" 


Sh  2  //  r,' 


„  V^  .Sh9:/7.r' 

'^  j^  SU -wio' 


B,Aog%[.r)  =  -  Îl_2/-V 


Sh  ■?  r/.r' 
Sh2«o' 


Dans  le  cas  où  les  fonctions  5-  ont  nn  argument  imaginaire  ix, 
on  pourra  obtenir  lenrs  dérivées  logarithmiques  en  changeant  x 
en  ix  dans  les  formules  (22),  ce  qui  donne,  par  exemple, 

(25)  Djosâ[Lr)  =  _4_  2(_  i)"„.^^Sh2«.r. 

1 

On  peut  aussi  partir  des  formules  (3)  du  n"  1344,  d'après  les- 
(jucllcs 

Iog^(/.r]=:  const  +  ^  log'i  —  2<7-"+' Cli2.r  -h  <7*"-^-), 
etc.,  " 

et  d'où  l'on  tii'C,  en  différentiant, 

D,Iog5  {/.r)  =  -2Sh2.ry  — ^ 


(25)  { 


C\\[!\n  +  i]o  —  Cli2./- 
0 

D,.  logi-,  ( /jc]  =:  — t—  — 2Sli2.r  7    ——: » 

•^     °    '^      ■'        Th.r  -— Ch4/?p  — Ch2.r 

1 

D^.  logSo  (i.r)  =  —  Th./;  +  2  Sh'i.r  V  — ^ ^ 

1 

00 

D^  log^j  (  /.r)  z=  2  Sh  2  .r  y 


Ch2. 


Ch(4«  H-"2)p  +  Ch2.<- 
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1330.  Nous  avons  vu  [4161]  que  deux  fonctions  uniformes  cl 
continues  dans  toute  l'étendue  du  plan  et  ayant  les  mêmes  zéros 
et  les  mômes  infinis,  chacune  avec  le  môme  ordre  de  multiplicité, 
sont  égales  entre  elles,  à  un  facteur  constant  près. 

La  fonction  de  x 

est  doublement  périodique,  ses  périodes  étant  z  et  lip.  Elle  admet 
pour  infinis  doubles  les  zéros  doubles  de  [3-,  (x)]-,  et  par  suite  les 
zéros  du  carré  de  celle  des  fonctions 

•r  I  I  I 

sn-» 5 »    ■ 

r,  X  X  :i: 

sri  -      en  -      an  - 
"fl  c,  r, 

ipii  a  pour  numérateur  B:,[x). 
Par  exemple,  la  fonction 

■»t(a  +  .7:)a,(a  — -r) 

admet  les  mômes  infinis  et,  de  plus,  les  mêmes  zéros  que  la  fonc- 
tion 

.r 

sn^  - 
r, 


Sir  — 

Y, 


Pour  X  =  o,  le's  deux  fonctions  se  réduisent  à  l'unité.  Donc  elles 
sont  égales  pour  toute  valeur  de  x,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

.9,fa -f-;r)9-i(y.  —  .r]  _  sn' « 

[.^i(«)f[^(x)f       -'~s^' 

1   .    '^■ 
a  étant  égal  a  -  • 

X 

On  établirait  de  même  l'égalité 

â[x  -+-  Cf.)  â{.r  —  Cf.]  ,  , 


I)i;  vi;i.()iM>i;.\i  i;nt    i;\    si':iiii:s    ri;  u  iddi  oi  ks.  23(j 

nÉVELOPrKMEKT    DKS    lOACTIONS    r.l.I.l  !■  Ilnl  KS    EN    SÉRIES 
IlE    FONCTIONS     ri'".IU(M>ini  i:s. 

1331.  Les  fonctions  elli|)li(jMC's  sn//,  en//,  iliiu  ont  poiic  iii(iiii> 
les  valt'tiis  (le  l;i  lornic 

<<  =  2 /« K  -t-  { 9,  Az  H-  I  j  /K', 

et  la  fonction  ln«  les  valeurs  de  la  fornu- 

//  =   2  ///  +  I   Iv  -+•  •  >.  //  /  Iv' . 

11  résiille  (le  là  que,  si  par  deux  infinis  conséculils,  eorrespon(ianl-~ 
à  des  valeurs  n  —  t  et  n  de  l'indice  /i,  on  mène  deux  parallèles  à 
l'axe  desx,  la  bande  delarf^eur  2K',  comprise  entre  ces  parallèles, 
ne  contenant  aucun  infini  de  la  fonction,  celle-ci  sera  développable, 
dans  rinlérieur  de  cette  bande  [1178],  en  une  série  convergente, 
ordonnée  suivant  les  puissances  positives  et  négatives  de  l'expo- 
nenlielle 

.  T.  Il 

Remarquons  que  la  môme  série  ne  pourrait  ser\ir  pour  deux 
bandes  consécutives.  INIais  on  peut  ramener  le  développement  pour 
une  bande  quelconque  au  développement  pour  une  bande  donnée, 
correspondante  à  un  multiple  de  2iK'  moindre  de  v  unités,  en 
remplaçant  ii  par  u —  2ViK',  ou  x  par  x  —  av/p,  ce  qui  ne  p<uit 
changer  que  le  signe  de  la  fonction  elliptique  [1311 J. 

13o!2.  La  fonction  sn  «  étant  impaire  et  changeant  de  signe 
quand  on  remplace  u  par  u  -h  2K,  ou  x  par  x  +  tt,  son  dévelop- 
pement, qui  sera  convergent  dans  l'intérieur  de  la  bande  comprise 
entre  les  parallèles  zt  =  ±  i'K',  aura  nécessairement  la  forme 


„  _  y  ^,^^^  ^^,(2/»+l)/.r  _  g_(2/«+l)/a:  j 


sn 

0 


2 


2/«„,  sm   2  m  -h  I  Kr. 
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On  a  [1180],  en  mullipliantréqualion  précédente  par  e^-"'+'^'-^Y//i 
et  intégrant, 


■'4K 


4K. 


suu.t'i-"'+^^''''du. 


Cite  intégrale,  considérons  l'intégrale  prise  le  long 
du  contour  d'un  rectangle  {/ig-  107)  avant  sa  base. sur  l'axe  des  x, 


Fig.  lo^. 
C B 


5tK.' 


3iK 


iK^ -*- 


0  3K  iK 


de  «  =  o  à  u  =  4^,  êl  sa  liaiilcur  égale  à  uu  multiple  pair  de  K', 
les  infinis  situés  sur  les  côtés  verticaux  étant  évités  suivant  des 
demi-cercles,  tous  tournés  dans  le  même  sens.  Ce  contour  contien- 
dra ainsi  dans  son  intérieur  deux  files  verticales  d'infinis,  corres- 
pondantes aux  abscisses  2K  et  4K.- 

Les  valeurs  de  la  fonction  snu,  prises  à  la  même  hauteur  sur  les 
portions  OC  et  AB  du  contour,  sont  respectivement  égales,  et  il 
en  est  de  même  pour  les  valeurs  de  la  fonction  e~^-"'+'^'-*";  donc  les 
intégrales  prises  en  parcourant  ces  deux  chemins,  l'un  en  sens 
contraire  de  l'autre,  se  détruiront  mutuellement. 

L'intégrale  prise  suivant  BG  pourra  être  supposée  aussi  petite 
que  l'on  voudra  si  l'on  augmente  indéfiniment  la  hauteur  du  rec- 
tangle. En  effet,  pour /z  assez  grand,  l'intégrale  prise  le  long  de  BC, 


41- I 


K 


.4  K 


4K 


, — 2//;2/«H-l)j 


est  évidemment  infiniment  petite  pour  Ji  infiniment  grand. 


n  i;  V  i:  I.  o  iM>  i:  .\i  i:  \  T  i:n  skiuks  i'kuiodiques.  9.4  i 

Donc  l'intégrale  prise  le  lonj^  du  eonloiir  du  reclanfjle  se  rédiiil 
à  moins  l'intégrale  prise  le  long  de  la  hase  OA,  c'esl-à-dir»;  à  la  \a- 
leur  du  coefficient  cherché  «,„. 

Or  l'intégrale  prise  le  long  du  contour  du  rectangle  est  égale 
[H28]  à  la  somme  des  résidus  relatifs  aux  111  lulinis  contenusdans 
l'inlérieur  du  rectangle.  Si  nous  considérons  un  de  ces  infinis, 
avant  pour  coordonnées  l'une  des  abscisses  2K  ou  /jK  et  l'ordon- 
née (2 V  +  i)K',  en  faisant 

U  =  2^aK  -i-  (  2v  +  l]/Iv'-t-  V, 

l'intégrale  relative  à  cet  infini  sera  égale  [I130j  à 

•j  =  0 
Or  on  a  [1289  et   1291] 

sn[2aK  4-  '  2v  H-  i]/Iv'4-  •-»]=' —  i  ;-^snf/K  +  v' =  ^^ '-  ; 

'  '  /i  Sll-J 

donc  l'expression  précédente  a  pour  valeur 

1-1  - — - —  hm  =;  —'—' 

Les  autres  facteurs  se  réduisant  à  ( — 1^!^^"^-'"+'^^-'+''?,  l'intégrale 
sera  égale  à 

ri 

Il  faut  maintenant  sommer  les  intégrales  appartenant  à  l'une  des 
files  et  doubler  le  résultat,  qui  est,  comme  on  voit,  indépendant 
de  [J..  La  double  somme,  pour  v  infini,  est  égale  à 

2-/      '2é'-(^"'  +  ')?  9.-/  I 

Donc  la  valeur  du  coefficient  a,„  est 

V3  I 

0,„  =  ^r 


i  k  Sh  (  2  /«  +  1)0 

et  par  suite  on  a,  pour  le  développement  cherché, 

ir,  •^\  sin  (  2  /;;  4-  I  )  t: 
(')  ^""  =  T2-   Sh(2,«-M)p' 

0 

H.—  Cours  de  Cale,  in  fin.,  IV. 
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13o3.  Par  un  calcul  entièrement  semblable,  on  obliendia,  entre 
les  mêmes  limites,  le  développement  de  la  fonction  cnw,  qui  a  les 
même  infinis  quesnzf.  Seulement,  cn«  étant  une  fonction  paire  et 
changeant  de  signe  lorsqu'on  augmente  u  de  2K,  son  dévelop- 
pement sera  de  la  forme 

cnti  =  y  «„,[ef-"'+')'>  +  e-(2/"+i)/>j 
0 

=   %^  2  <7,„  COS  (  -2  /W  +  I  )  X. 
0 

On  trouvera  ainsi 

2  y;  ^^  COS  f  2  m  -|-  l  )  j:- 


(2)  ^""==t1t 


h  i  2  m  -t-  I  )  p 


1354.   La   fonction  dn«  étant  paire  et  ayant  pour  période  réelle 
2K,  son  développement,  entre  les  mêmes  limites,  sera  de  la  forme 


1 


2/«;.r  _i_  a—2iiiix  1 


:>.'■/,„  C0S2W.r. 


En  intégrant  les  deux  membres  de  l'équation  de  o  à  2K,  on  aura 
d'abord 

,      /'^K  1      r^       ''''?_    '^   _ 

On  obtiendra  les  autres  coefficients  a„i  en  intégrant  après  avoir 
multiplié  par  e-'"-'-^.  On  trouvera  de  cette  manière 


Chinio 


et  par  suite 
., ,  ,  /  v^  COS  2  m  X 

j)  dn«  =r  /;(    I  -h  2    >    — ; 


135o.   La   fonction  tn  u  a  pour   infinis  les  zéros  de  en  z/,  c'est- 


DKVKLOI'PKM  ICNT    K  N    SlÏRIES    l' lÔ  H  [  O  ri  I  (J  U  ES  . 

à-dirc  [1293]  les  valeurs 

u  :=  {2m  -^  i]K  -{-  2/1  iK' ,      DU     .(■    -  ' 2 m  -f-  I )  -   -1-  ?. riirj. 


V.4J 


Le  développement  sera  eonvergent  entre  les  parallèles  correspon- 
dantes à  m  =  o  et  à  u=  21K',  excepté  aux  points  (2m  +  i)K  de 
l'axe  des  x,  qui  sont  des  infinis  de  Inu.  Ces  points  étant  en  même 
temps  des  infinis  de  tang.r,  on  peut  fiiire  disparaître  les  infinis  du 
développement,  en  considérant,  au  lieu  de  luii,  la  fonction 

f(«]i=  triM  — <7(,tang,/', 

la  constante  «o  étant  déterminée  de  manière  que  le  second  membre 
s'annule  toutes  les  fois  que  In  a  et  tangx  deviennent  simultanément 
infinis. 

On  a  maintenant  [1294] 

■j  tn  K  -f-  2v/K'  -\-  ■j]=z[ —  i)'v  tn  (K  -h  v  ) 

=  [ —  1  )■'-*  y  tncv  =  [ —  I  )■■'-'  — 


A'  tny 


1   '-1 

dont  la  limite  est  ^ — — «La  somme  des  intégrales  en  question 


k' 


sera  donc 


,     "2-/  v^   ,        ,     .    „  ,        .7.-1       n- 


A' 


k'       l-\-  q-' 


Donc 


3  ia,„  = 

i?( 

et,  par  suite. 

(4)                   tn//  = 

r, 
1? 

135(3.    On  a 

l-hq' 


77-  -'i' 


Ch  2  ///  0 


tangr.r 


^^- 


Ch2mp 


0 


du  =  —  z=:  — I ■)      d  ou     r/am  a  i^  dnti  dit. 

Ao  un« 

En  intégrant  le  développement  (3)  de  du //,   on   aura  celui    de   la 
fonction  am;<  : 


(5) 


I    sxniin.i: 
m   Ch  2  ///  0 


i6, 
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En  diflerenliant  les  développements  (i),  (2),  (3),  on  en  lirera 
ceux  des  produits 

en  «  dn  u,  sn  u  dn  «,  sn  «  en  «  =  -  sin  ?.  am  11. 

2 

1357.  Si  Ton  change,  dans  les  formules  précédentes,  //en  K  —  //, 
X  en  -  —  X,  on  aura  les  développements  des  fonctions 


Sh  {■}.m  -\-  i]  0 


7-2  (-■'"■- 

0 
ce 


?./; 


sm  ;  2  A»  4-  I   .r 
Ch  (  2  w  -{-  I  )  p 


:  u  =  — ^  =:  ■/;      I  H-  2  \^  ^ 
dn/<  -^ 

c  w  =  77 —  c H  2  y^ 

k  tnu  taiig.r  jimi 


cns2/?/.r 


Cll2i 


-ij'"^' 


ChQ.ni  0 


Ml  =^ JC  —  ^ 


I —  tV" 


I  '"  sin2/H  j- 


///         CI12///0 


En   traitant  les  fonctions  — »  i)arles  principes  des  n°^13o2 

sn//    cï\u  '^  ^  * 

et  suivants,  on  trouvera 


'     '         sn  // 


I  x 

en//        /' 


+  ^>.'7 


,+i  sni(  -iiv 


^ 


f-  2^  ^—  l)"'<7 

cos.r  ifciJ  '         ' 


Sh [7. m  -f- 

+  i  cosf  2 m  H-  I  !.f 


Cil  (  2  /«  -h  r 


]' 


puis,  en  changeant  x  en x, 


.3) 


;'4) 


snc  u        en  « 


F— +=i 

I  cos.r  ^^ 

L  0 

i      __  dn//    ■'î  1      '  V^ 

1CU       k'sïiu       /'    sinx  ^ 

L  0 


ly'q     -^ 


.i  CCS    2 


i  sin  (  2  /72  +  !  ) . 

'  Ch  2/?/  -h 


///  4-  I  )  ^  I 

/?2  +  l)p 
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1338.  Ces  forimilcs  sont  d'aulant  plus  convergentes  que  le  mo- 
dule A  et  la  c[uanlilé  y,  qui  en  dépend,  sont  plus  petits,  l'allés 
deviennent,  au  contraire,  d'autant  moins  avantageuses  que  /■  cl  y 
>i)nl  plus  voisins  de  r  un  il  (•,  (i,  [)ar  suite,  (pie  h'  et  (y' sont  plus  petits 
etp'  plus  grand.  11  est  iacilede  transformer  ces  dévelopj)emenls  en 
d'autres  qui  sont  d'autant  plus  convergents  que  les  premiers  le 
sont  moins. 

On  aura  ainsi 


(15) 

(17) 

(.8) 

(19) 


tn'  ht 


Thx'  -f-  ^  2 


\)"'<j"" 


Sh2 


en  «  =  — 

Cil 


lu        k  I   Ch.t' 


dn  II  = 


Ch. 


1 

00 

0 

i 


Ch2/«  0' 
^  i  Ch  { 1  m 


H-l   .r' 


Ch(2m 


-4-  I   P' 


]' 


;  —  I 


1  Ch  f  9.  m  -f 


Sh  ;  2 


m  -t-  1  I  0 


tn«  = 


Sh  (2  m 


~7^.2Lsh(2w  +  i)p' 
0 

a  m;/  =z  -     I       dn  w<^/.r 


arc  tans  e"*^ 


■^ 


-iy"g'"'^  Sh(2m  +  i).r' 
2  w  H-  I        Sh  (  2  /?î  +  1 1  0' 


et  de  même  pour  les  autres  formules. 

1359.   Cherchons  maintenant  les  développements  en  séries  des 
carrés  des  fonctions  elliptiques. 

Si  l'on  élève  au  carré  les  deux  membres  de  la  formule  (2)  [  1353], 
et  que  l'on  pose,  pour  abréger, 

I 


Px  = 


ch  uo 


on  aura 


—  cn«)   .=  2    2   ,P2„,+iP2,«'-^i' 


1   X  cos   2  rn 


=  -  y     y      P.2,n^i  P.„,/+,  [cos  (  2  m  +  2 m'  +  2  )  .r  +  cos  (  2  m  —  2  m')  x]. 

2   ^^ nt    ^^nr^ 
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Le  terme  constant  du  développement  s'obtiendra  en  faisant,  dans 
le  second  cosinus  de  la  parenthèse,  ///  =  m',  ce  qui  donne 


Calculons  actuellement  le  coefficicnl  a,i  de  cosa/zo:.  Les  nombi^es 
///,  77/  n'étant  jamais  négatifs,  il  faudra  prendre  pour  termes  de  a„ 
d'abord,  parmi  ceux  qui  multiplient  le  premier  cosinus,  les  termes 
dans  lesquels  a 77i  +  2  7/7' -+- 2  =:  2 72  ou  777' =77  —  777 — i,  ce  qui 
donnera  la  somme 

m  :=.n  —  \ 


Or  on  a  ridcnlitc 


ShS 


Sh«       Sh(;3  — a; 


Ch  a  Ch  (  ,5  —  «  )       Ch  «       Ch  (  6  —  «  ] 

Cha  — Sh«  Ch^S  _«)_Sh(/5  — a] 


Chy.      ch(;3  — «;, 


Donc 
I 


"2/«+li  ■ln—1m—\ 


>h2/7p  L 


Sh 


2  Cll(  2/77  -i-  I  Ir-'  2Ch(  2 


n  —  m — i-  I 

-' "- • 

Il  —  lin  —  I  ]  p  J 


En  sommant  cette  expression  depuis  777  =  0  jusqu'à  in=^n  —  i, 
les  sommes  relatives  aux  deux  derniers  termes  sont  égales  entre 
elles,  et  l'on  aura,  pour  cette  partie  de  «,,, 


SI12//0 


-^Chl 


2  777  -H  I      0 


Pour  les  termes  qui  multiplient  le  second  cosinus,  on  devra 
prendre  ceux  pour  lesquels  777  —  777'  est  égal  soit  à  -j-  n,  soit  à  —  77; 
les  deux  sommes  ainsi  obtenues  étant  identiques,  il  suffira  de 
prendre  l'une  d'entre  elles  et  de  la  doubler,  ce  qui  donnera,  pour 


nÊvcr.oppKMKNT  n\  si';riii:s  i-i  ii  iddiql'ks. 
(Tlle  p;iiii('  de  d,/, 

oc 

u 
L'idonlilé 

SliS  _        Sha         Sli(a-i-|3)  _  r--»  r    ' 

Ch  «  Ch  (  a  -H  ,0  )  ~"  ~  CAx^y.  "^  (;h(a-|- S)  ~  Chl?  ""  Cli    v.  -,-  ,'3' 

(loiiiie,  pour  celle  somme,  la  valeur 


■-»i: 


L   0 


Cil  (  2  W  +  I  )  p 


Ch  (  2  rt  -f-  2  /// 


I  1  0 


En  rcunissanl  les  deux  parties  (A)  et  (B),  on  aura,  pour  la  va- 
leur du  coelïîcicnl  demandé, 

I       «  m  +-  X  II  +  m  +  I 

«==^L_  +  _L_     V         ''     '       -  V 'l - . 

Or  les  deux  sommes  de  la  dernière  parenthèse  forment  deux  séries 
convergentes,  composées  de  termes  identiques  chacun  à  chacun; 
donc  elles  se  détruisent  mutuellement,  et  il  reste  simplemenl 


Sh  9.  no 


d'où  enfin 


"/F 


20      < 


V 


CIr  ;  2«  —  1     0 


-f-    T 


Sn 


Sli  ■?. //  0 


1360.   Pour  ohlenir  le  développement  de  siï-ii,  remarcjuons  que 
la  valeur  (2)  de — cnw  se  change   dans  la  valeur  (i)   de — snu, 

^     '  ir,  ^  ^    '  ir, 

lorsqu'on    remplace,    dans  (2),    x  par  -  —  x    et    ip    par  '- ip 

(ou  q  ])ar  —  n').  On  aura  donc  la  valeur  de :  sn-«  si  1  on  fait 
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la  même  subslilution  dans  la  valeur  de  — -cn'-u,   ce  qui  donne, 
par  un  calcul  très-simple, 


k  sn- tt 


bll2//0 


2>  r/-"-'  •^      nq'^ 

4  (l  —  <y2«-l  )^       ~"  ^  I  ~q' 


Les  deux  formules  (20)  et  (21)  donnent,  comme  on  devait  s'y 
attendre,  pour  cn^u  +  sn-«,  une  somme  constante  qui  est  la  même 
pour  ar=  o,  c'est-à-dire  l'unité.  On  en  conclut  la  formule 


22 


t  =  fî£iSV= ,  V  r ' ; '- 1 

rr  \     TT     y  -tarf  lCIi-    2//  —  \\o         Sli-j^2//  —  JjpJ 


qui  fait  connaître  la  valeur  de  K  au  moyen  de  celle  de  A  et  de  celle 

I  1  K' 

de  p  ou  du  rapport  —  • 

En  ajoutant  les  formules  (20)  et  (21),  où  Ton  aura  fait  dans  la 

première  x  =  o,  dans  la  seconde  x^=.-i  il   viendra 


/;^_^^r I in     1 

y;-  .iii^  LCh- (  2//  —  l]p         Sli2«pJ 

1 

A^ _    y  r  I o.[—\Yn-\ 

ri-  .^|_Sli-^2//  —  ijp  Sll2//p    J 


Si  de  la  somme  de  ces  deux  égalités  nous  retranchons  l'égalité  (22), 
il  vient  cette  autre  formule  plus  simple  : 


;23) 


[in  —  1)7-"-' 


1361.  En  opérant  sur  la  formule   (3)  comme  nous  avons   fait 
sur  la  formule  (2),  on  obtiendra  le  développement  de  dn-«  sous 


1)  !•:  \  i:  1,0  r l' i: .m  i:  N T  i-  N  s i;  a  1 1: s  p li n  i  o  o  i  y  i  v: s . 


'>4o 


la  forme 


(lir//  r. 


,  24  )    < 


1  -\-  2 


\^          I                        w->      ro,s2//jr 
— -h  ly  n  — 

^^  ( .\\- i. Il  ù  ^^       Sh2«o 


I  +  8 


^\t  -(-  y"7  JLd  i  —  ij 


^  VIT. 

TUANSFOiniATIOK    DK   LVJSnEA'.  CALCUL    NUMKRtQl  E    DF.S  IMÉGIlALKS 

ELLIPTIQUES     DE    PUEMiÈllE     ESPÈCE. 


13G2.   Si,    dans  l'égalité 


r/z 


3^    ,1  — /^c^i 


argsn(3,  ^], 


on  change  A  en  -5  Tinlégralc  /t  se  changera  dans  la  suivante, 


fh. 


dz 


-];i-/t^.^) 


Au, 


ou  encore,  si  l'on  change  z  en  Â  3,, 

Donc,  en  égalant  les  deux  expressions  de  w,  on  a  la  relation 


=rr=  =  argsn  (  Sj,  /?•  )  =  ai-g  (  - ,  / 


argsn  (c,  -  )  =:  /■  arg  sn  (^-,   /■  ), 


d'oîi  l'on  tire,  réciproquement, 

(2)  z  =  su  (  lu,  -  J  :  --  /•  sn  (  11,  /). 

Donc  si,  dans  la  fonction  sn(«,  /»),  on  change  le  module  A  en  -  ■> 
et  l'argument  «  en  A«,  la  lonction  sera  multipliée  par  k. 
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De  l'équation  (2)  on  lire,  pour  les  valeurs  des  autres  fonctions 
elliptiques  de  iku,  jU 

1  en  (  ///,  -  j  =7^  y/j  —  z-      z=z  y  I —  /-sn-(H,  /)  =:  dn[«,  /  ], 

(3)       )       ^        '^  ._ 

[  dn  (  /.u,  -^j^  y   '  —  Ji=  \^  —  ^'^'  [  "'  ^  )      =  en  (  «,  /  ) . 

En  posant,  pour  abréger, 

taiij:;  —  ;nn  I  Au,  -  \  r^  t, 


on  en  conclut 


(-'■i) 


, ,               _       ,                           ..  ,             Il  —  Awu  /su  // 

4  ;      t^\        —  V/ i —  = J —  —  ^'tc. 

^   '                  I  ,       I  \        V    I  4-  dn  «  I  -+-  dn  w 
I  H-  en  I  ha,  -  1 

On  en  tire,  réciproquement, 

dn«= -1      /.sii«  = :?     etc. 

I  -r-  f-  I  +  /■- 

En  faisant  sr\u  =  z^  et  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation 

liU  =    I  — ■» 


li 


9.r// 


/  sJ'-^-^ 


t--\-  V 


r>(h 


/  v'-mV-i^)' 


1363.  Si  l'on  pose  maintenant 


2        '  I  +  X' 


T  U  \  X  S  F  0  n  II  A  T  I  0  N    I)  li    L  V  N  D  K  N. 

l'égalité  (j)  dcvlcmlra 


Donc,  si  l'on  considère  un  nouveau  module  /  el  un  nixiscl  ;ir- 
gunient  w",  liés  aux  anciens,  A'  el  u,  par  deux  relalions  au\(|ii(l|('.s 
on  peut  donner  les  formes  suivantes  : 

I  —  /  '  ,         , z         2  JT'  I  —  /  1  J'i 

'  '  iH-  A  I  -H  X  I  +  /  \  -\-  l 

I  -+-  /.'                          ?. 
(8)  f=:  //,       //  = -(•=(!+/)(■,       ku=lJl.v, 

et  dans  lesquelles  u  et  v  varient  dans  un  rapport  constant,  les  fonc- 
tions elliptiques  correspondantes  aux  deux  systèmes  («,  A),  [v,  l) 
seront  liées  entre  elles  par  la  relation 


I  -J^  k' 


/n-/'        t 


Nous  conviendrons,  pour  abréger  l'écriture,  de  rapporter  au 
module  /  toutes  les  fonctions  elliptiques  de  l'argument  t^  où  le 
module  ne  sera  pas  explicitement  indiqué.  Nous  aurons,  d'après 
cela, 

('o)  ;  _ . 

V  I  +  A  sn  ?/  —  VI  —  /i  sn  m 

—  =^ =1? 

^/i  -r  X"  sn  K  -f-  V  '  —  X  sii  " 

X  sn«         I  +  vV.  snc 


ce  qui  donne 


/; 


/■  sn  « 


1  —  y  /.sac 


On  voit  par  là  que  z  =  snu  et  j)'  =  snp  sont  liés  entre  eux  par 
une  relation  du  premier  degré  en  z  et  du  second  degré  enj  .  Cette 
transformation  du  système  [z^  A)  dans  le  système  (7,  /)  est  dite, 
pour  cette  raison,  une  transformation  du  second  degré. 

Comme  on  a <^ ou  1,  il  s'ensuit  des  équations  [y) 
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et  (8)  que  l'on  a  à  la  fois 


I  + 


\/l'^l,     et     //>('. 


Done  la   transformation  préeédente  diminue  à  la  fois  les  valeurs 
du  module  et  de  l'argument  des  fonctions  elliptiques. 

J36i.  Des  équations  (lo)  ou  (ii)  on  peut  tirer  les  valeurs  de 
toutes  les  fonctions  elliptiques  de  (ç»,  /)  au  moven  des  fonctions 
elliptiques  de  [u,  k).  On  trouve,  par  exemple, 


is: 


/i  +  /'       / 1  —  du//. 

su  "  =  \  / ;  V  / ; —  ' 

y    I  —  /.'   \    I  H-  dn « 

Z"^'  /dnu  —  k' 

Clic  ^     1/  ,   4/ ; , 

y    1  —  /•     y     I  -4-  dn« 

V   I  —  /'    y     i4-dn« 


tnc 
dnp 


I  -H  é 


tn  u, 


/i-l-/!'       /dnu  —  A' 

sue  =  *  / 1/  — ; 

y    1  —  A'  y    /.'-}- dnK 

/    2  /•'  /  1  —  cl n  u 

CI1CC  =  1/ 1/    ~ ; , 

y    \  —  A    y    A  -+-  dnu 
I    -xk'         /i-f-diiM 


(lllCC 

tiicc 


i  —  /   tritt. 


A  ces  formules  on  peut  joindre  celles  qui  donnent  les  fonctions 
elliptiques  du  double  de  l'argument  v.  On  a,  par  les  formules  (24  ) 
du  n°  1315, 

cii^M  —  sn- w  dn-« 


cniu  = 


dn  2  // 


I  —  X-^sn^M 
dn-  u  —  /  -  sn-  u  en-  u 
I  —  A'sn*  u 


T  l<  V  N  S  I'  ()  Il  M  A  T  I  (  I  N    l>  i:    I.  \  \  1)  I.  \  . 

Si  I  OU  pose,  poiij-  ahréger, 


si 


y/i  4-  dn2M  =  U, 


%7  v'dn^K  4-/.'  =  S, 
14-/' 


-  v(ln2«  —  /'  =  T, 


011  ;iiira,  par  les  formules  précédenles, 


dn2('=— ,      cn2<'  =  — ■ 


Or  on  trouve  facilenieul 


7  f  S  -f-  Tj  -  =  I  +  en  2  «  —   —    I  —  cin  2  «  1 , 


y  (  S  —  T  ^  -  =:  I  —  en  2  «  —  71  (  1  —  d  n  2  7/  . 

En  mettant  jiour  en?.»,  (ln2/<  leurs  valeurs  en  sn-//,  il  virni 

2(1—  /c^  sn-  «  ' 

I  -4-dn2«  ^=^ — ■ — '■  =  T--, 

I  —  /^  sn*  u 

2  /  -   sn-  u  —  sn^  u  ^ 

I  —  dn lu  ^^ ^ -— — ; ) 

I  —  f>-&n*  u 

2  f  I  —  sn-  n  ) 


I  -i-  en  2  u 


I  —  en  2  w 


I  —  /.  -  sn*  u 
2  f  sn-«  —  A-sn*« 


I  —  /^  sn*  u 
D'après   cela, 

S  +  T  ^h..  cn^  Il  S  — T_    \/2.A'sn^« 


y/ 1  —  /^  sn*  u  2  ^/ 1  —  /^  2  5,^1  „ 


et  par  conséquent 


en-  u  4-  A'sn-  ii  en'  u  —  /  'sn-  u 

dn  2  «»  = r-s 5       en  2  ('  =  j— ; : 

dn-  u  (xn^  u 

ou,  sous  une  autre  forme, 

(  dn2(' =  en«  snc7/  4- sn«  cncw, 

(•4) 

en  2  i- =  en  «  snc  M  —  sn  «  cnc  u. 
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1365.  Puisque-  est  constant,  on  aura,  pour«  =  K,  *'==. K. 

Or  les  formules  précédentes  donnent,  pour  u  =  K,  cnv  =  o,  sans 
que  la  fonction  cnv  puisse  s'évanouir  pour  une  valeur  de  a  com- 
prise entre  o  et  K,  et,  comme  u  et  r  croissent  dans  le  même  sens, 

\  -\-  k'    .       . 
il  faut  que  la  valeur R  soit  égale  au  quadrant  clliptiqne  L 

correspondant  au  module  /.  On  a  donc 
(.5)  Lzz=^-±-^K. 


De  même,  si  l'on  change  u  en  iit,  p  se  change  en  iv,  et  la  valeur 
(12)  de  cnp»  devient 


I  /      2  /du' «  —  /en' M /      "*  /' " 

en' (^        y     I  —  /r'    y     clu'w  -t-  en' a  y    i  —  ^'    V     * 


k'  snc  u 


On  aura  cn't'  =  o,  et  par  suites  =:  le  quadrant  complémentaire  1/ 
correspondant  au  module  /',  lorsqu'on  donnera  k  u  une  valeur  telle 
que  l'on  ait 

snc'  u=zsn'[Y>.'±u]  —  —i  =  su' 3 K',     K'  dz  /r^  3 R', 

d'où  zh /i  =  2K'.  Comme  u  et  v  sont  de  même  signe,  on  prendra 

ici  le  signe  -f-,  de  sorte  que  2R'  et  L'  sont  deux  valeurs  correspon- 

I  +  /■' 
danles  de  u  et  de  v.  Donc  le  rapport  de  ces  deux  valeurs  est ■> 

c'est-à-dire  que  l'on  a 

(16)  L'=-'-^'.-2R'  =  (i-i-/')K'. 

Les  équations  (i5)  et  (16)  donnent 

,      ,  L'  K'  K'        1    L' 

in  —  =2  —  5     ou     —  =  -  —  • 

Donc,  si  l'on  désigne  par 

/•  =  e     ^ 

ce  que  devient  la  quantité  q  lorsqu'on  change  k  en  /,  on  aura 

(18)  '•  =  î%       q  =  ^Jr. 


TU  V.NSI'OIIM  ATI  <)  \    IH;    I.  \M)i:N.  «Jt'j5 

1300.    Si  Von  roprcscnlo  su//  piir  r,  sur  par  ),  I  i'(|ii;il  imi  fio) 


JV 


/7=  v/i  -t-  ^■z  —  \J\ 


v/i  4-  A-  -h  V  '  —  /'2 
pourra  s'écrire  sous  Ki  forme 

(.91  ''-=^- 

Telle  est  la  lornie  la  [)lus  simple  de  la  relation  entre  les  lonctions 
snii,  snc,  qui  a  fait  donner  au  passage  de  l'une  de  ces  valeurs  à 
riuilrc  le  nom  de  (ra/is/'ornialion  du  second  dci^rc  [1363]. 

13G7.  La  translormation  que  nous  venons  d'exposer,  et  dont  la 
découverte  est  due  à  Landen,  fournit  une  des  méthodes  les  plus 
simples  potn-lc  calcul  numérique  des  intégrales  de  première  espèce. 

Si  l'on  applique  plusieurs  (bis  de  suite  cette  transformation,  on 
obtiendra  une  série  indéfinie  de  modules  complémentaires 

/',  k\,  ^;,  •••,  z^; , 

dont  chacun  se  déduit  du  précédent  en  vertu  de  la  formule 


/' 


v/-;-. 


"    '  +  ^-.-1 


Le  calcul  des  quantités  A'^^  acquiert  une  grande  symétrie  si  l'on 
pose 


A    z=z  —  ■)       h    — .  —  ■)        •  •  ■•)       A     —   —  ; 


auquel  cas  la  formule  (20)  devient 


le  rapport  des  nombres  /ip,  lUp  étant  seul  déterminé,  on  pourra 
supposer  ces  nombres  respectivement  égaux  aux  deux  termes  de 
la  fraction  du  second  membre,  ce  qui  donne 
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La  détermination  de  ces  deux  suites  de  nombres  mocJiiIaires  se 
fera  donc  par  le  calcul  de  deux  suites  de  moyennes,  les  unes 
arithmétiques,  les  autres  géométriques.  On  aura  ainsi  successive- 


ment 


Ces  deux  suites  sont  l'une  décroissante,  l'autre  croissante,  et 
chaque  nombre  de  la  seconde  est  toujours  moindre  que  son  cor- 
respondant de  la  première,  tandis  que  la  différence  de  ces  deux 
nombres  décroît  indéfiniment.  Les  nombres  des  deux  suites  tendent 
ainsi  vers  une  limite  commune  y;,  comprise  entre  i  et  Â',  et  dont 
ils  se  rapprochent  très-rapidement. 

En  même  temps,  les  rapports  (21)  convergent  vers  l'unité,  et, 
au  bout  d'un  petit  nombre  d'opérations,  on  parviendra  à  une 
valeurA'  sensiblement  =  1,  On  pourra  considérer  alors  Ây^^^i — /r'" 
comme  nul,  et  par  suite  R^  comme  égal  à  -'  C'est  ce  qui  résulte  de 
la  relation  (i^)  du  n°  1365,  d'après  laquelle  on  a 

Iv'  K' 

'1  ^r  o  /' . 

K;,       "    "       K 

K^  ne  pouvant  jamais  devenir  moindre  que  -•>  K'   doit  donc  croître 

indéfiniment,  et,  j>ar  suite,  /.'   doit  converger  vers  l'unité  etA^,  vers 
zéro, 

1368.   Cela  posé,  la  relation  entre  deux   quadrants  consécutifs 

■2  llln  —  i 

amènera  la  suite  d'égalités 

K  ))i        K,        w,  I"^/)-]     _  W/)— 1 

K,        m,        Kr,        ///.,  K, 


'■/' 


qui,  étant  multipliées  entre  elles,  donnent 

m 
K=  —  K, 


CALCUL    MMÉIIIOli:    DKS    I  NT  KC  H  \  I,  rcs    K  r.l.  I  I- r  Ig  l  i;s  .  }.'>- 

Si  p  est  assez  grand  pour  (iiTtui   puisse  supposer  /»,,  ('j;al  à   la 
liniilc  yy,  cl  K^,  ==  —,  on  aura  alors,  à  cause  (le  ///.  :—  i , 


I   - 


Si  l'on  fait  le  calcul  analoj^ue  en  reniplaeanl  le  module  A'  par/», 
on  obtiendra  la  valeur  du  quadranl  complémenlaire  K',  et  par  suite 
celles  de 

0  =  y;îv',      q  =  ('"-?,    etc. 

1369.  Considérons  maintenant  une  intégrale  elliptique  de  pre- 
mière espèce  et  d'argument  quelconque,  donnée  par  son  module  / 
et  par  une  quelconque  de  ses  fonctions  inverses  sn«,  en//,  .... 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  son  amplitude  o  : 


F(,!=/    -;, 


AuN.  diverses  valeurs  de  A'  obtenues  j)ar  la  transformation  pré- 
cédente correspondent  diverses  valeurs  de  dn?/  ou  A'v.  En  rem- 
plaçant h'   par  sa  valeur  (21),  et  posant 


V/,  =  y/'"/,  <-<>s2  »/,  -h  n^ sin*  ç>^ , 
on  aura,  pour  la  p"'™'^  valeur  transformée. 


1  ^" 

dn«„=  — 


Si  l'on  substitue  dans  la  troisième  équation  (12)  du  n"  1364, 


dn//,=  1/  -;■  4/ j 

V    iH-/     V  dii«  +  1 

la  valeur  précédente,  on  aura  généralement 


nip         V     "h     V  '"/'-i  +  ^P-1 
En  posant  maintenant 


V, 


"/>, 


;//,  =  —  '      ''p 

"ip  ^p 
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on  en  lire  les  deux  formules 


au  ino\en  desquelles  on  (nrniera  deux  suites  de  nombres, 


a,     V.,,     a., 


V,        V,,       V,,       .    .    .,       V/,, 


correspondanls  aux  nombres  modulaires  nip^  iip. 

Les  nombres  ^ p  =  nipUp=    ^  tendront  vers  la  limite 


et  par  suite  les  nombres  Up,  Vp  vers  l'unité;  donc  — ^  tendra  aussi 

/>i  p 

vers  Tunitc.  Or  on  a,  d'après  les  formules  de  transformation  (8) 

du  n«  1363, 

'",.-1 
"p-i  ^  •''/,. 

d'où  Ton  conclut,  comme  au  n"  1308,  pour/;  suffisamment  grand, 

Donc  la  limite  de  iip  est  r,u  ou  .r. 

De  plus,  par  la  quatrième  formule  (12)  du  n"  1364, 

/?/„_,    tn//^         m  ^, 

lnu,,_y=z - — -  =  -tn///„ 

m,,     dnitp  V/, 

et,  lorsque  p  est  assez  grand  et  kp  sensiblement  nul,  ln«^  se  con- 
fond avec  tangHp  ou  tangx.  On  a  donc,  en  multipliant  entre  elles 
les  égalités 


l'équation 


m  m , 

tnw  =  — tnw,,     tn//ii=  — tiiH.,, 
Vi  V2 


m   m,  ni„_, 

tn«  =  tane'/  = •  •  •  — ^ —  tang.r, 


d'au  l'on  tire,  à  cause  de  m  =:  i  et  de  V/>  =  ^> 
tang^  =  r, . ixi  U.2.  .  . Hp-i  tangy. 


CALCUL    N  l  M  i:  R  I  y  l  K    t)ICS    I  N  T  l';(i  R  A  L  ICS    IC  L  L  I  PT  I  Of 'CS  .  7jy 

Connaissant  x  au  moyen   do   celle  équation,   on  en  (l('ilnit;i  ht 
valeur  de 

F(?)=--«  =  ^- 

On  aiir;iil  éyalcineiil  pu.    en  |>ail;inl  des  forinuh'S 

(  1  4-  /M  sn  «                         (  •  -+-  /•'  ^  ^"  " 
sn//i  =1  — j ,     .sii(«,  =  '—y , , 

calculer  des  expressions  de  sin  x,  cosx,  analogues  à  celles  de  langue. 
Le  calcul  numérique  de  ces  cxj)rc.ssions  csl  nolablcmenl  simplKn'- 
par  l'emploi  dos  logarilhmes  d'addilion  et  de  souslraclion. 

1370.  Les  mêmes  nombres  modulaires  qui  ont  servi  à  calculer  K 
peuvent  aussi  conduire  à  la  valeur  de  rj,  et  par  suite  aussi  à  la 
valeur  de  K',  Pour  le  démontrer,  posons 


I  —  a  /  I  — 


l-hq 


l  +  q-j      V-hq')      V-+-7V 


produit  dont  il  est  facile  d'établir  lu  couvergcnce,   lor.-5([ue  f/  est 
moindre  que  l'unité.  En  vertu  des  identités 

^  —  r  —  '^  —  rr^  —  r]^ 


le  produit  [)Ourra  se  mettre  successivement  sous  les  formes  sui- 
vantes : 


i -T- q  J    V  +  q' 1    \'  +  7* 


=(,_,)(,-,p(,-,):(^)". 


ou  enfin 


.    '    '     ' 


T  =  [i-q)    ^  ^  «  ■•■  =  (i-7r 


'7 


•i>Go  1,1  VKi;    \  I.   —    i;u  VP.    iv,    §   vu. 

ce  que  Ton   aurait    pu   conciare   immédiatement    de   la   première 
transformation,  qui  peut  s'écrire  sous  la  forme 

On  a  donc,  quel  que  soit  q, 

,_î=C-'')-('-^v'(i^y".... 

Or  nous  avons  trouvé  |  1336  [ 

et  par  suite,  la  Iransformalint  de  Landen  changeant  r/  en  «/-  [1365], 


I  -i-  <y' 


V  f* ,  - 


,212«-+-1} 


ff'ii"  +  l} 


0 

Donc  le  produit 

est  égal  au  produit  de  toutes  les  expressions 

dans  lequel  on  aura  donné  à  n  toutes  les  valeurs  entières,  de  zéro 
à  l'infini.  Donc 


(i)  v/'/-? /.'/... =n(^-î""')- 


Or,  d'après  ce  que  nous  avons  établi  au  n°  1336,  on  a 

77      rF'    ^^'-m^' 


eu. CM.    \i.mi;kK)m:    iti;.s    IiN  i  h(,  um,  ks  ei-Mpt  iori:s. 
<.roù  l'on  lire,  en  veilu  do  la  relation  MM'N'=:  i, 

^  0 

Donc,  en  verlu  de  la  formule  (i),  on  aura 


,(-,  I 


:^.Mh}..y. 


ou,  en   niellanL  [)our //, /.'^ ,  ...   leurs   expressions  au   mo^cn   des 
nombres  modulaires. 


TtJI' 


::y{^ùW4 


(Connaissant  </,  on  en  tirera  les  valeurs  de 


-log-^:y;K',      K'.^-— lo-l. 


1371.  (  )ii  peut  eneore  déduire  des  formules  de  transformation 
<''tablies  au  n"  1364  une  méthode  très-prompte  pour  calculer  dans 
tous  les  cas  la  valeur  d'une  intégrale  de  première  espèce,  donnée 
par  son  module  et  son  amplitude.  Cette  méthode  est  surtout  com- 
mode lorsqu'on  fait  usage  des  Tables  qui  donnent  les  valeurs  de 


correspondantes  à  celles  de  logx. 


En  appliquant  à  l'intégrale  n  deux  transformations  successives, 
la  première  changeant  («,  A",  f/)  en  (v^,  /,  q-),  la  seconde  changeant 
(p-, /,</-)  en  (vv,  ?L, //'•),    les  formules  (i4)  du  n''  1364  donneront 


CU2M- r=  ciif  sncf  — snccncf. 
dn2iï'  :^::  ciit'sncf  -+-  sni'  cnc(\ 


Si  l'on  remplace  maintenant  les  fonctions  de  v  par  leurs  valeurs 
tirées  des  formules  (12)  et  (i  3)  du  môme  numéro,  on  trouvera,  par 
Mn  calcul  facile, 

en  "xv        I  -4-  v//  '  dn  //  —  \fP 


'fCri  LIVRE    VI.    —     (:II\P.     IV,     §    VU. 

Exprimons  mainlenant  le  rapport- — —  au  moyen  des  fonctions  S-, 
en  remarquant  que  la  transformalion  de  Landen,  laissant  le  rap- 
port -  =  -  conslanl,  ne  change  pas  la  valeur  du  rapport 

i'  Xj 

77  M  TTC 

i!  viendra 

rn  ?.»'  1     B-.,[  2.r,  q''\ 

A  l'aide  des  relations 

I  — /'  2v'V  /-      i  —  s/T' 

t.  —  ;, ,      /'  = "^ .      (1  ou      Jl  = — ■ , 

IH-  /  IH-  VÂ-'  I  +  V^/' 

on  en  lire 

I   dn«  —  v^  7(cos2.r -4- r/*cos6j:  H-.  .  .) 


(4) 


?.  (||,K_|_  .'/;'         1  -t-  2(7*cos4i' H-  2</"'C()s8.r -+- 


Si  l'on  fait  maintenant  .r  =^  o  dans  cette  équation,  et  que  l'on 
j)Ose 

1  I  — v/^' 


'^  I  +  Va' 

il  vient 

_  7f'^-7*-^-7"-+- 


l  -t-  27*-t-  27*''-t-. 


équation  d'où  l'on  peut  tirer  la  valeur  de  q  au  moyen  de  celle  de  a, 
soit  par  la  méthode  des  substitutions  successives,  soit  en  dévelop- 
pant g  suivant  les  puissances  de  a  par  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés.  Dans  ce  dernier  cas,   on  aura  une  série  de  la  forme 

^  1=  Oy  K  -{-  «1  V.'  -{-  a.^  '/."  -f- .  .  . . 

En  effectuant  le  calcul  des  coefficients,  on  trouve 
(  6  )  <jr  =  «  -h  2  «-"^  4-  1 5  f/^  -f-  1 5o  K*'  H-  .  .  . . 

Si  l'on  développe  à  son  tour  a  en  fonction  de  A,  on  obtiendra 


(AI.  cil.     M  M  liUlUl  li    DKS     I  NTKi.  U  AI.  i;s    i;  1. 1, 1  !■  T  I  y  l  L  >  'l'i  l 

celte  autre  série 

r-         /•        •xi//' 

Connalssanl  y,  on  on  tirera  siiccessivcnicnl 

/  ?.  K 

I   —-  =  [S-j  (o  )]*  =  (  I  4-  2 a )-  (  1  4-  4  K'  -+-  3Gk''  -h  .  .  .   , 

(8;     )      o=:.'l<.g-. 
/  2K 

[      K'  =:  -_-  0  =  p  (  I  -h  2  a  )  -  :  I  4-  4  «'  ^-  •  •  •  ;  =  ,0  (  I  -i-  1  7  -t-  •  •  •  J  • 

Tx  •  •  .  1  .    ,  dn  //  Ai< 

Pour  avoir  inainlcnanl  //,   re|)rescnlon.s  la   quantité ou  —zsz. 

i)ar ?  cl  ou 

»   -  ;  _ 

L'équation  (4)  deviendra,  en  v  négligeant  les  puissances  de  </  ou 
de  a  supérieures  à  la  huitième, 

n  cosî.r  =  -^  [i  —  Â'y.'i-\-  ~)v.'    sin-  ■?..i  ]. 

Vm  résolvant  celte  équation  par  ap{)ioximalions  successi\es,  lors- 
que a*  n'est  pas  négligeable,  on  aura  la  valeur  de  ix,  et  par  suite 
celle  de 

iST'S.  Tant  que  les  quantités  /.  et  </  ne  sont  pas  très-voisines  de 
l'unité,  ces  formules  seront  rapidement  convergentes.  Ainsi,  pour 

0  =  arcsinA  <' T'  <»n  a  r/ <" --,  d'où  (i' <"  -—. ■>  de  sorte  que  la 

"4  '    ^  23  '  2boooo  ' 

huitième  puissance  de  y  est  saus  influence  sur  la  divième  décimale. 

Mais  si  k  et  q  approchent  de  l'unité,  on  prendra,  au  lieu  des  for- 
mules précédentes,  cette  autre  série  de  formules,  d  autant  plus 
avantageuse  que  À"  et  q  seront  plus  voisins  de  i  ;  ces  lormules  se 
déduiront  sans  peine  des  précédentes,  en  prenant  pour  3-^  et  â-j  les 


■«6î  LIVRE    VI.    —    riI.VI'.     IV,     S^    VII. 

expressions  (i4)  du  n°  13 iO. 

-  •   I  4-  y  Ar        y  A .  cos  o        \  A  i  —  ^ 

^,        A"j  —  y/i.cos'j 
A'j  +  y'X-.cos'j 

(  I  o  )   /  y'  "-  '-'•'  "^  '^  ''•'■'  "^  '  ^  '""■  '"' 


-7.   --H  r, 1 —7  -H 


[^nO,7')P=3(H-2a')^(l+  !«">  +  ...), 


'    Chi.v'  --  -- -,  [1  -i-  Av.'[j  -+-  Sz'*' Sli-2./'l,      F{®]  =  i/  = 2.r'. 

1373.   ExetnpLe.  —  Proposons-nous  de  caleuler  la  valeur  de 
l'intégrale 


correspondante  aux  valeurs 

*  =  ()i,y;      81"), 

X  =  siuoi,  8  =  sinya"]. 

Nous  supposerons  que  le  lecteur  ait  entre  les  mains  une  Table  des 
logarithmes  d'addition  et  de  soustraction,  disposée,  par  exemple, 
comme  celle  qui  est  contenue  dans  les  pages  8  à  1 1  de  notre 
Recueil  de  formules  et  de  Tables  Jiuniéritjues.  De  plus,  on  a  un 
immense  avantage  à  employer,  dans  ces  sortes  de  calculs,  les  Tables 
construites  suivant  la  division  décimale  du  quadrant,  telles  que  les 
Tables  de  Plauzoles,  ou  celles  de  Hobert  et  Ideler, 

Il  faut  commencer  par  calculer  les  valeurs  des  constantes  K, 
47,  K',  qui  dépendent  du  module  A.  Nous  emploierons  d'abord  la 
transformation  de  Landen.  On  a  les  valeurs  logarithmiques  sui- 
vantes : 

/•  r=  sini 1,97820  6 

fi'  =^  cosO T  ,48998  2 


CM.  cil,    M  M  i:ii  I  or  i:    df.s    i  \  i  im,  h  \  i.i:-    i  i.i.i  r  i  h.m  iïs.  ■»()"» 

d'où 

»i=  I O  ,()(>(  H  )(J 

"      ■'< ï,î«î)ÎJ« 

n 

„] 'À^[)[P 

n 

\-\-  -    (  ) ,  I  I  b()5 


?. 


i  ,G()î-'(j7 


nin î, 48998 


m  -{-  Il 

1  ,Hi59-.>, 


"y  —  \""" '  >:i  I9!> 

7^;, '  'î^"^>^*> 

"1 

I  -\ 0  ,■?^^-^)l 

'"i 

^ î,5l48o 

2  -^ 


rnif/\ 1  ,5609 


///,  +  //,  _ 

w,  = I ,  ':8 1 00 

//j  =  v"'i''i T 1  78()4<) 

—  T , oo856 


l  -\ Il,  300  J  I 

"-^ 1,48087 


/«2  //o I  ,  56236 

lfh=:z  //.^  z=z  c 7,78118 

- 0  ,  !  96  I  2 


K-=  — <».  I '4')4 

2v! 


aGG  LIVKE    VI.   —    CHAP.    IV,    §    VII. 

Pour  calculer  c/,  nous  prendrons  la  formule  (2)  du  n"  1370.  Ou 
Irouve 

! 

i,9^AH 

T '999^4 


M' 


h  1 , 964 I 8 

II' ï,<'^9^54 

/•- î ,  9^64 1 

16/' 0,69410 


H- 


,i5485 


1 0,8451""» 

9 


logdec- I,9^%)4 

mod.  des  lo^'.  dée o  j'Utîo.o, 

2/; o,o8>.^i 

K' o , 70695 

Le  calcul  aurait  élé  un  peu  plus  simple  si  Ton  avail  commencé 
par  la  détermination  de  K'.  On  aurait  eu,  de  celte  manière  , 

m  r=.\    0,00000 

n'  z=r  k 1,97821 

"  -         Q 

— j I ,97021 

m 

II' 

\  -, o ,  29o:>.7 

m 

—  î , 69897 

m  n' ï ,97821 


c.VLCri.  MMKiiiori;   ni:s   i  nt  i;t.u.vi.i:s   i:i,r.i  c  i  iqi  i->.  'fj 

"'\ ï»î)<'^9'4 

//, î  ,c)S()i() 


n 


'OTO*^^^ 


ri. 


I  -; — i- (),  3()oq6 

-"^ T, 68821 

///,  «', T  ,97834 

///j  =z  //,,rz=  n'     T  j98<)I  7 

l 0,1961;.. 

R' o , 20695 


''99979 

/'' ^'9799^ 

iG/ (— )  1,18233 

</' 3,79742 

-T 2 , 20258 

</ 

1  .,  '        ' 

loij;  — o ,  3-1 29^ 

inod.  des  lo^^  dév .  (),302'.>.2 

2/;' 0,2902(1 

K  0,4 149^ 

On  peul  apprécier  d'après  cela  l'avanlage  que  l'on  a,  dans  les 
cas  ordinaires,  à  commencer  par  le  calcul  du  plus  petit  des  deux 
quadrants  K,  k'. 

On  a  maintenant 

siiio T  ,99  {in  99 


9.68  I.  IVRE  vr.   —   ni  A  p.  iv,   §   vu. 

sin'o ï  ,f)8g2  3  98 

A  - T ,  9564 1  2(S 


/>-.sin-y I  ,94555  24 

I  —  k-  siii-'j  =  A^'j T  ,o7o5o  55 

A»  =:  V  =  y- î  ,535?.5 

//  =  /  ' î ,  48998 

> 1,95473 


I    +  ,!A, 


(),  18404  0,18404  I  +  v....       0,27898 

T,535>5  V 1,95473  I -1- y.  .  .  .      0,12807 

•)         «5091         ...(—)         '5o9i 


y.''^ I  ,87o:>.4          ■■'i I  '9^79^ 

0,o34o2                0,o34o2                   I    -t-  Vj.   .  .         0,2981)2 

v.| î  ,  935  12           V; T  ,  99395               I  -t-  y-i .  . .       0  ,  26980 

...  +1  2822  ...  — (  2822 


y.-,.- 1,99736  v; 1,99975 


DIr, 

m. 


...      0,00072     0,00072      iH-v,...   0,30097 

. . .  T  ,99868    V, T  ,99988     I  -f-  -j,.,.. .     o,3oo37 

;+)  60       •••{—)  60 


0,00000  -jI     ....  0,00000  7.0    =    V;,     =    1 


r. 1,78118 

y-i î,  9351 2 

«•2 T  ,  99868 

tangï/ 0,80029 


CAL  cri,  MMKiUQii:   nrs   inti':(;  ii  \i.  i:.s   i;i,i,  iptioi  k^  '<»') 

taUj^.r 0,5 159.7 

.r  =  ()n,8ii36 

.r  (en  quadr.) T  ,t)og22 

R n ,  4  1 4f)5 

M  0,32417 

On  aurail  pu  aussi  calculer  tlircclemenl  K.  —  a  eu  remplaçanl 

1                                   1                  ^'                              !.. 
(In/i  et  [nu  iiar  duc/<=  — »  lnc«=  5  ce  qui  aurait  un  peu 

'  Aï-  /,  t;iiiy? 

abrégé  les  opérations. 

Appliquons    maintenant   au    même    exemple    la    métliode    du 

n°  1371.  11  est  avanlag-eux  dans  ce  cas  de  l'aire  usajre  de  la  Table 


'o^ 


I  +  .r 
qui  donne  la  valeur  de  la  fonction  log pour  chaque  valeur 

de  logx. 


Dans  l'exemple  actuel,  on  a 


f'' ''74199 


1-4-^/.'  I 


2  k I  ,45551 

« î , 15448 

a' ^61792 

i  +  lu!* 36 

a(l  +  2a^)  =  r/ T,l5484 

(1-4-  2.V.Y 0,21812 

h-4k^ 72 


1 


O , 1 96 I 2 


K  0,41496 


•A70  I, ivnE  VI.  —  ou  A  p.   IV,  §  vm. 

A'j> T ,  53525 

sj/i' T  5  74499 

—zLl I    ,  70020 

1  = ^- -T,37i54 


9.  y. 


1 ,45551 


cos^jc, —  I  ,91903 

2.rj  =z  i1,Gt322 

sin-2./| ïï493 

—  4*^ — 3,220 

—  ^u'*  siii- 2 ./:, — 4  >  7  '  3 

I  —  4«*  si'^*  ^•^1 —  ^3 

COS2  /■ — T  ,91880 

2.r  =  11,622^2 
.r=  0*1,81  l36 
etc .... 


§    \  III. 

DKS     IMÉGRALES    ELI.ll'TIQL'FS    DE    SECOKnE    ESl'ÈCE. 


1374.    Soit  riiitégralo 


"=X^"Vv^' 


En  suivant  la  même  méthode  qu'au  n°  1262,  on  verrait  d'abord  que 

cette  intégrale  admet  les  mêmes  points  de  i^amification  et  les  mêmes 

<'.ontours  élémentaires  que  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce. 

Si  l'on  parcourt  le  contour  élémentaire  (+1),  l'intégrale  prise 


iNTÉGnVLES   KLLi  p  rioi  i:s   i)K  siccoNrn;    i:si'i:r:r:.  }- t 

If  long  (le  ce  conloiir   sera   ég;ilc  ;'i  '2E,  E  élaiil  V inU'-^ralc  cdiii- 
plètc  de  seconde  rspi-cc: 


h:'W:-. 


On  rccoiiiKiil  nisuile  <|ii<' ,  si  Inii  icircomi  iiil('rtiiili\  rinciil  \i--. 
contours  ('h'nicntalrcs  (-f-t)  cl  ( — i),  rinli'gralc  croîlra  iTmii 
innhiplc  (le  la  |)('Tio(Jo  2E,  le  radical  ayant,  à  la  lin,  le  nit-nie  si-^nc 
(liTan  départ  ou  un  signe  contraire,  suivant  que  le  multiple  en 
(juestion  sera  pair  ou  impair. 

1373.  Supposons  maintenant  (|ue  l'on  parcoure  le  eontoiii- 
(  H- y  1  »  en  ('Vitanl  le  point  -h  1  sur  un  demi-cercle  sup(''rieiir,  de 
rason  in(ininienl  |)etil  /'.  On  aura  d'al)Oi'd,  de  o  à  1  —  /•,  rinl(''ur;dc 


dont  la  limite  est  \l 
Si  l'on  pose 


c  =  1  +  re'f',     Z  '  " 


v'^ 


l'intégrale  prise  le  long  du  demi-cercle  sera 


Ze'     dp, 


ou,  Z  étant  sensiblement  constant, 

1 

(2  -t-  li]r'^  Z. 

Donc  rintégrale  prise  à  partir  de  r;  =  i  +  /■  aura  une  valeur  imagi- 
naire positive,  de  la  forme  ■+- ih-  :  telle  sera  donc  la  forme  de  l'in- 
tégrale 


X 


...  "V^f^ 
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(loni  la  limite  est 


J.  "W^ 


Si  l'on  fait,  dans  cette  dernière  intégrale, 


I 


elle  prendra  la  forme 


"■'X " "=■  v/(7-b^.  =  'i  '  (■  -  T^)  ,,(r^ 


A" 


ou    bien,    en   introduisant  l'aiiij)liludo    0'=:  arc  sinz',    et   posant 


J/1    I  J^ 

-7-,",-  =    \    )« 


P  I  sincw'cost 


/•   -  /  -  A  y 

cest-à-dire 

,,   r'^    r/crf'  ,,     ,        /l'^sin»' coso' 

l'intégrale  E'(''^')  correspondant,  comme  A'^',  au  module  A'. 
Donc 


/-\/^f^='(/iv-^^"'-^^^'^) 


et,  par  suite, 

.A- 


g'^  étant  positif. 
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A  parlir  de   z  =^  -   j(is(|irà    z  =  yt  ,  cliacmi  des    deux  r;idir;iu\ 

yl  —  s-,  y/i  —  l\'- z-   a\;iiil  l'ié  iiudlipliû  par  i,    liiir  (|ri(jiifnL  scrii 
réel  cL  posilir,  ol  \\  cii  scia  de  niêriie  de  l'élémeni  de  riiiiégralc 


'l^\/--^^f\ 


f. 

k 

el  par  suile  de  l'inlégrale  elle-même. 

Si  maintenant,  du  centre  O  avec  un  rayon  infiniment  grand  W, 
on  décrit  un  cpiart  de  cercle  allant  de  l'axe  des  x  positifs  à  l'ave 
des  j'  positils,  l'iatcgrale  devient,  pour  :;:  =  We'P, 


R  /      d.c'''.  4/ 

Enfin  l'intégrale  prise  depuis  -f-  icc  jusqu'à  o  sera 


VU 


,  I  -t-  /■-  )-- 

1  -Hj- 


En  égalant  à  zéro  l'intégrale  prise  le  long  du  contour  total  du 
quart  de  cercle,  dont  l'aire  ne  contient  aucun  point  de  ramificalioii, 
on  aura  l'égalité 

E  -t-  /  ;  R'  —  E'  )  -f-/-  -4-  A-R  (i  —  i)  —  ili  =  o, 

qui  se  décompose  dans  les  deux  suivantes  ; 

E  -\-p  —  AR  =r  o,     K'  —  E'+  AR  —  h  =1:  o. 

Le  terme/"-  étant  positit",  — AR.  doit  être  négatif,  et,  par  suite. 
-|-/fR  doit  être  positif  dans  la  seconde  égalité.  Donc  l'intégrale 

/•o  /,   _u  /,ây2 

/     cl)   \  / T-  doit  être  négative,  comme  il  était  aisé  de  le  \oir 

a  /)/io/i,  et  elle  est  infinie  avec  R. 

On  a  donc  enfin,  pour  l'intégrale  prise  de       à  4-  -»  suivar.l  1  • 

clicmin  indiqué, 

E  +  /(K'-E'). 

H.  —  Cours  de  Cale,  infuiit.,  IV.  18 
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Donc  l'intégrale  prise  le  long  du  second  conlour  élémentaire  sera 

2E  +  2/(Iv'—  E'). 

Si  Ton  ajoute  maintenant  aux  parcours  répétés  des  (piatre  con- 
tours élémentaires  un  chemin  rectiligne,  et  que  v^  soit  l'intégrale 
prise  le  long  de  ce  chemin,  lorsque  les  deux  radicaux  \J i  —  2,-, 
y^i — k'-z-  partent  de  O  avec  la  valeur  +  i ,  la  valeur  générale  d(; 
l'intégrale  E(«p)  ou  elw  sera 

c\u  —  2.{  m  -+-  n  )  E  -{-  1  /^r  Iv'  —  E'  )  +  (  —  1  )  "'+"  e, 

ou,  si  Ton  remplace  in-\-iL  par  u.,  n  par  v, 

e\u  =  ?.y.E  -1-  i'ji[K'  —  E'}  -+■  [ —  1  )"V. 

1376.   D'après  la  définition,  on  a 

(l)  (■!«::-—     1         A'j^/'j/=     /         ihv^UCÎU. 

i-  o  «^  o 

On  en  tire  aisément  [1308] 

•f>\\-  itdn  =  A-    l      ■ d'j)    =  «  —  elit, 

(3)  A'    f    cu-iu/«=/.2    I    ''.^!^^c/'f    =2e\u-k"-u, 

c/o  Jo        ^? 

nu  /»  y>  f  .,,-,o2 

(4)  /•'-  I       in- Il  du  z=  k' -  l  ^  d->  —  tn  u  dn  //  —  (  I  u. 

^     '  Jo  Jo  ^f 

Si  l'on  change  u  en  iu,  on  a  [1319] 

-  &i[lU     =    I         du    iuduz=:    I         ■ .    du  =^    I         : 

^  Jo  J2      ^n"'"  Jo        I  — ^"'      ^/{\  —  z'){i-k'-'z^ 

Jo    [i-z'-)^[i  —  z')[i  —  A'-'z')  Jo    v'(i-z')(i  — /c'^s^j 

Or  on  déduit  facilement,  de  la  formule  (i)  du  n*^  1306, 

A*  /      — ;—  =  tn'«dn'«  -i-  A- u  —  eV u. 
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Donc 

'5)  —  cl/«  =  «  —  cl'//  ■+■  ta' //du'//. 

/' 

1377.  Lo  théorème  d'addition  /)ou/-  las  inlcgrcdes  de  second <^ 
espèce.  —  Reprenons  les  notations  du  n"  827,  V,  cl  posons,  de 
plus, 

E(î<)  +  E(/J  =  U. 

On  en  lire,  en  diflerentianl, 

(6)  l-.<h-^\/jlyz=dlJ, 

équalion  à  laquelle  il  faut  joindre;  la  suivante  : 

do        dy 

—  +  —   =  G, 

A-^         ^y 

OU 

Cette  équation,  ajoutée  à  l'équation  (6),  donne 

f/U  =  (  A'^  -f-  A/,  )  (  f/'j.  +  dy  ] . 

On  a  d'ailleurs,  en  posant  ç  -|-  ^  =  ^7, 

At  -i-  t 

A»  +  A/  =  B  sui  o,      ou      B  =  — : : 

'  sai(7 

donc 

^/U  =  B  ?>\wpdp, 
d'où 

U  =  —  B  cosp  ■+-  C, 
c'est-à-dire 

E(o) +  £(/)= ^^^cos(o+/)  -^C. 

Pour  déterminer  la  constante  C,  faisons  o  =  o,  d'où  ;^  =  a,  et, 
par  suite, 

^  /    ,  At  -J-  r 

E    cr)= -. C0ST4-C. 

SUl  7 


On  en  tire,  par  soustraction, 


Ei'^'  +E(y)  —  Ef(r)= ^^^rcos(?-f-/)  —  cosc-1, 

i8. 
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OU,  en  verlii  de  la  relation  Irouvée  au  n°  827, 

At  -f-  I 

Efcp]  +  E:'/]— Efc-j  =  — ^ sin'^sin/ii  —  At), 

OU  enfin 

E  [o)  -f-  El/)  —  E  ((Tj  =  /.^  siay  sin;^  sina, 

c'est-à-dire 

(ij^  el«  -;-  elc  —  cl  («  4-  t^)  =:-  /c-  sna  snc  sn'u  -\-  v]. 

Si  l'on  suppose 
il  vient  alors 


u-i-v  =  R, 


cl  «  -i-  cl  (  Iv  —  «  )  —  E  =  /  -  sn  «  suc  u  =  /  ' 


diiu 


1378.   L'équalion  (3)  conduit  immédiatement  au   théorème   de 
Fa^mano  [7-46].   Si  Ion  désigne,   en  effet,   par  rtsincp,  Z>cos9  les 


Fir;.    10 


coordonnées  du  point  M'  [fg.ioS),  et  par  asin;;^,  h  cosy^  celles  du 
point  M;  si,  de  plus,  on  pose 

o  =  am  («,/),     X  =  anî  ( c,  A), 

k  étant  égal  à  l'excentricité  de  l'ellipse,  on  aura,  pour  i^  =  K  —  u, 


c'est-à-dire 


E(o]  +Eh.    —  E  = -, 

af,-  sin^  ros» 
BM'  —  AM  =  ^ , 


expression  égale  à  — h  ou  à  MT,  si  Ton  a  pris  (j)  =  y. 
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J370.  r^c  llicorcini;  <r;iil(liLi()a  pcrnicl  d'exprimer,  à  l'aide  de 
lonclions  d'arguments  réels,  une  intégrale  de  seconde  espèce 
ayant  un  argument  complexe  /< -}- /i'.  On  a,  en  effet,  par  la  for- 
mule (7), 

cl  (  K  H-  /t'  )  =:  el  u  -+-  el  /i ■  —  /  -  su  «  su  h'  su  (  m  +  /V  ) , 
ou,  en  avant  égard  aux  formules  du  n"  1376, 

!cl  [u  -I-  iv]  ~=  el«  -h  /((•  —  ei'i'  -\-  tn'cdu'c) 
,     ruH  <ln.'/ sn'// rn' M  —  /sn//(ln'c 
-r-lx'^wn  tu  v ; — . 
I  —  uu-«sn    p 

1380.  Des  formules  (^-3)  du  11°  1319  on  tire,  en  différentianl, 

V(()S2/?.r         I       ,  ,       .  ,  ï  ,     , 

..    .    //  — =  -DUo"^   .r)=:-D„Z    M   . 

1 
Substituant  celle  valeur  dans  la  formule  (24)  du  n°  13Gi,  il  vient 

dii-f/:=ï;-/    I -!- 2    >    — -— I  4- /;-D,,  Z;  «). 

Si  Ton  intègre  à  partir  de  u  =  o,  on  en  tire 

En  faisant,  dans  les  deux  membres,  z/  =  K,  l'équation  devient 

(.0)  ^=M'^'-^-â.hj^ 


d'où,  en  éliminant  la  somme  infinie  entre  ces  deux  équations,  et 
mettant  poiu'  y;  sa  valeur  — ^?  on  conclut  la  formule 

(11)  el  «  =  ^  «  -f-  Z  (m)  =  -  H  -{-  /;D^  log^(.r). 
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I38I.   Théorème  de  Legendrc  sur  les  intégrales  complètes  de 
première  et  de  seconde  espèce.  —  Considérons  les  intégrales 


>'=x'â'  ^'^-^-r^^"^ 


comme  des  fond  Ions  des  deux  variables  indépendantes  9  el  A 
Si  nous  dilTérenlions  F(o)  par  rapporl  à  k,  on  aura 


1/0  ' 


Or  la  fonnule  (2)  du  n"  13013  donne,  en  y  faisant  y  =  i  el  remar- 
(|uanl  que  l'on  a 

la  relation 

D,F(.)=:--F(?)+— E(.)-—  -^-^. 

On  a  ensuite,  de  la  même  manière. 

Faisant,  dans  ces  deux  dernières  équations,  o  =  -,  on  a  les  deux 
rrialions 

K  F  K       E 

(12)  D/,Kr=z----h-^,,      D/,E  =  ---f--. 

Les  quantités  h,  A' étant  liées  par  l'équalion 
il  en  résulta 

el  ]^ar  suite,  /^désignant  une  fonction  quelconque, 

D,/(/')  =  -^D,./(A-'). 

D'après  cela,   si  dans  les  formules  (12)  on   change  k  en  h',  on 


IXTK(;  Il  vi.r.s   i:i,i, I  PTioi'KS   nie  si:coni»i:   ichi'kci;.  -x-»} 

;uira  les  val(Mirs  de  l),'K',    I  )/,  1'/,  cl  pai' (•(iii^('-i|iiciil  i  cllc^  ilc 

(  ■  ^)  D,K  -.  --  -  -,--  ,      I),  l.  -  --  -  --  . 

Si,    an   moyen    des  valeurs  (i)  el  (9,),    on    Coinic   la   (l<'iiv(''c   dr 
l'expressioii 

(14  )  ri  =  KE'-f  K'K       KK', 

on  trouvera  (jU(^  ecl  le  di'ri\  ci-  ^  annule  idcn  I  ni  iicuirn! .  l)oiu'  l,i 
(|uanlilé  II  est  iiidépendanle  de  /. ,  el  sa  valeur  est  une  conslanlc, 
f|u  il  (>sl  l'aeile  de  déleriiuner.  Si  l'on  reni|)lacc,  dans  le  second 
inend)re  de  (3),  K,  K',  V],  E'  |)ar  li'urs  valeurs 


X'S'   f'!'/  /"^■'''•-   f'^'/.''/.. 

OÙ  A' y=  \J i  —  A'- sin-y,  on  aura  [483] 


-  /"  f''f?^U 


I  —  /.-siu-v  —  /'-'siii-- 


Cette  valeur  devient,  j)onr  A=  o,  //=  1 , 


H.       /  f      cn^yjhcly^^-.- 


On  a  donc,  entre  les  quatre  intégrales  complètes  K,  K',  E,  E',  la 
relation 


i5 


-  r=KE'-l-K'E KK' 

2 


_  -)  =  I  H —  • 

K       K'  2Kl^' 


■>.8o 
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J38l2.  Calcul  nimicrujue  des  intégrales  ellipliqties  de  seconde 
espèce,  —  On  pourrait  appliquer  au  calcul  de  ces  intégrales  la 
méthode  des  transformations  modulaires  dont  nous  avons  fait  usage 
pour  calculer  les  intégrales  de  première  espèce.  On  trouvera  les 
détails  de  cette  application  dans  les  Traités  de  Gudermann  et  de 
Schellbacli.  Nous  nous  contenterons  ici  de  rappeler  les  procédés 
que  nous  avons  indiqués  dans  ce  qui  précède,  et  qui  sont  suffisants 
dans  la  pratique. 

Ou  commencera  par  calculer,  par  un  des  procédés  exposés  plus 
liaul,  les  valeurs  des  intégrales  K,  K',  u  et  des  constantes  f/,  c/'. 
On  déterminera  ensuite  la  ^alcln■  de  l'une  des  intégrales  com- 
plètes E,  E',  en  prenant  de  préférence  celle  qui  répond  au  plus 
petit  des  modules  k,  h',  et  se  servant  de  la  série  indiquée  à  la  fin 
du  n"  45o.  En  posant  ainsi,  dans  le  cas  où  />  <C^>'j 


/.•=rsiuC',       // 


tiuu 


0 


.+  -  /^^ 


(  I  —  /  -  SIU'  -^    '  -TT.  cos  •    - 

'  2  L 

d'où,  en  ne  conservant  que  le  ternie  constanl, 


n- 


/>'c-''^  + 


•]■ 


An  =  COS-  - 


o;-^( 


-1  //^+ 

2 


et,  en  intégrant  de  o  à  -?  il  viendra 


E=:-Ao. 
2 

Puisqu'on  peut  toujours  siq-)poser  G  <^  75  la  quantité  tang'' -, 
par  rapport  à  laquelle  la  série  est  ordonnée,  sera,  dans  ce  cas. 
\o^'  ^^  P''*^'  suite  la  série  sera  tres-convergente. 

Si  la  série  qui  donne  la  plus  grande  des  intégrales  E,  E'  est  trop 
peu  convergente,  on  pourra  alors  tirer  cette  intégrale  de  la  formule 
de  Legendre,  établie  au  numéro  précédent. 

On  pourrait  calculer  de  la  même  manière  l'intégrale  d'amplitude 


iNTHOiiALiis   i:i.i,ii>Tioi'i:s   Div  siccONnr:   i:.spi>(;k.  <si 

quelconque  l*.((p),  donl  l(>  <I('\  clopix-mnil.  scriiil  sciiiM.ililc  ;"i  «  <|iii 
que  nous  avons  donné  pourF(9)  au  n"  ioo,  cl  où  cnln-ni  dirccic- 
nicnl  l'amplilude  et  le  module  donnés. 

Alais,  lorsqu'on  a  déjà  obtenu  //  cl  K  on  y,  il  csl  \)\\i->  ^iiu|)|r  d"- 
calculer  E  ctE(9)  =  el//  |)ar  les  Inrnndcs  du   u"  lo<S(), 


E 

K  ~"  \  2  K 


■^  Cil- 2 


auxquelles  on  peut  toujours  tlonner  une  forme  très- convcri^ente. 
Exemple.  —   Si  l'on  picnd,  cou)nie  au  n"  1373, 
m  "-  oT,c),      ansiii/      :  o'',  8, 
les  formules  préccdenles  donneront 

log  -  -  î .  6  i()88,     E  =  f ,  1 0 1 1 , 

puis 

E  „    .,,  0,3-;. ri  „    ,,^ 

-  H  =:  o ,  b()  )  I o,      vj  -    — --  -=  o ,  1 57  >0, 

IV  '^[''^) 

d'où 

cl«  ^:  I  ,0507(3. 

§  IX. 

DES    I>Tlt(;R\LES    ELLIPTIQUES    DE    TROISIKAIE    ESPÈCE. 

1383.  Nous  avons  vu  [1308]  que  la  forme  générale  des  intégrales 
de  troisième  espèce  peut  se  ramener  à  celle-ci, 

^^         ^         Jo      (l-+-«Sm^O;A'^ 

ou,  en  posant  o  =  amw, 

,     r"      du 

II   ani //,«==   /       ~  t 

'        I       I  -t-  «si;-« 
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le  module  étant  toujours  représenté  par  la  lettre  h,  à  moins  d'in- 
dication contraire. 

Si  l'on  fait  sina>=  snzi  n=  z,  l'intégrale  deviendra  alors 


n  (arcsinz;,  /?;  =  / 


)v/(.-z^)(l-A^.^y 


et  sous  cette  forme  on  \oit  que  la  fonction  sous  le  signe    /  a  trois 

couples  de  points    criliques,  savoir  les  points  dr  i.rt-?  qui  iiii 

sont  communs  avec  les  fonctions  correspondantes  aux  intégrales 
de  première  et  de  seconde  espèce,  et  qui,  tous  les  quatre,  sont  à  la 
fois  des  infinis  et  des  points  de  ramification  de  cette   fonction,  et 

les  deux  points  ±  l  / •>  qui  sont  simplement  des  infinis. 

En  considérant  les  intégrales  prises  le  long  des  contours  élémen- 
taires qui  enlourent  ces  six  points,  on  trouvera  d'abord,  pour  les 
quatre  premiers,  des  résultats  semblables  à  ceux  que  nous  avons 
rencontrés  dans  l'étude  des  intégrales  de  première  espèce,  ce  qui 
donnera,  pour  l'intégrale,  deux  périodes,  correspondant  l'une  aux 

contours  (±1),    Taiilrc    aux   contours  I  =b  -  |  •  Les    deux    autres 

poinls   critiques  =t  \/ jouiront  des  mêmes  propriétés   que 

ceux  de  l'intégrale    | ^ — ;  [1257  1. 

°  ^  /      I   -1-  //3-   "-  -' 

Nous  engageons  le  lecteur  à  reprendre  sur  l'intégrale  H  tous  les 
calculs  que  nous  avons  développés  dans  le  Chapitre  précédent,  en 
traitant  des  intégrales 

r   fiz  r   dz  r dz 

On  voit  ainsi  que  l'intégrale  H  a  trois  périodes.  On  pourrait, 
d'après  cela,  être  entraîné  par  l'analogie  à  en  conclure  l'existence 
d'une  fonction  triplement  périodique,  inverse  de  cette  intégrale. 
Mais  Jacobi  a  fait  voir  (  '  )  qu'on  ne  peut  introduire  dans  l'Analyse 


(')  De  Jiinctlonibus    diiarum    luiriabilium    quadniplicicer    periodicis    ^Journal   de 
Crelle.  t.  XIII). 


inti;(;r  AI.  i;s   i:i,i.  iptiqi  i:s   ni;  tuoi  si  i:\ii;   Ksi'iici: , 


9.8  J 


(les  (oiiclioiis  |)ii'i(i(li(|iics  diiiH'  soiilc  \;iriiiM('  ;"i  plus  <lr  deux  tx-- 
riodcs,  et  nous  renverrons,  pour  ces  rcelierelies,  .ni  M('riioirr  fie 
Jacobi  et  ù  celui  de  lloscnhain  ('). 

1384.  Les  propriétés  de  l'intégrale  H  dépendent  principalemeni 
de  la  situation  relative  des  trois  couples  de  poinis  critiques  ±  i , 

dz  -5  rt  l/ Xous  avons  déjà  vu  (|ue  Ton  peut  loujoiirs  ra- 
mener l'intégrale  au  cas  où  la  constante  A  est  réelle  et  nunn-ri- 
quenient  moindre  que  l'unité.  Nous  verrons  bientôt  aussi  [1392] 
que  le  cas  de  //.  complexe  peut  toujours  se  réduire  à  celui  de 
n  réel. 

Cela  posé,  en  ne  considérant  qu'un  seul  point  de  chaque  couple, 
on  verra  que,  suivant  que  l'on  se  trouvera  dans  l'un  ou  l'autre  de 
quatre  cas. 


(0 

(2) 

(3) 

(4) 


représentés  par  la  fig.  loc),  le  point  critique occupera,  par 

\j—n 

Fig.   log. 


rapport  aux  deux  autres,  les  positions  correspondantes  indiquées 
par  ^Q^  fii^.  I  lo. 

Quand  le  point     .  coïncide  avec  un  des  deux  autres,  nous 


S/-« 


(')  Sur  les  fonctions  de  deux  iiariahles  et  à  quatre  périodes  (^Mémoires  de  l'Institut 
de  France,  Savants  étrangers,  t.  XI,  p.  3^0;  i85i). 
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avons  vu  [1306]  que  l'intégrale  11  se  ramène  aux  intégrales  des 


dcu\  premières  espèces,  en  vertu  des  formules 

A  ^    I =:/,-/{  —  cl  u  H ; 

/  en- u  eu u 


f  du  sn  «  en  « 

A  -  / -=-.  cl  u  —  A-  — 

J  (iii-  u  il  ri  u 


Pour  «  =  O,   n  :r3  /<. 

l*our  «  =:  oc  ,  //Il  a  pour  limite  [1306,  2" 


i 


du 


0117/  dii« 


1385.  Si  n  parcourt  Taxe  des  a,  de  —  ce  à  -t-  co  ,  alors,  dans  le 
passage  de  l'une  à  l'autre  des  régions  indiquées  par  les  n°*  (i),  (2), 
(3),  (4)  sur  \n  Jig.  109,  le  produit 

N  =rT  «  1'  «  +  I  )  (  //  -+-  k^  ] , 

que  1  on  pourraitappeler  le  nombre  caracLcrisluiae  de  l'intégrale  IT, 
changera  chaque  fois  de  signe.  Nous  verrons  que  du  signe  de  N 
dépendent  les  propriétés  fondamentales  de  l'intégrale. 

D'après  cela,  nous  diviserons  les  intégrales  elliptiques  de  troi- 
sième espèce  et  de  paramètre  réel  en  deux  classes  :  la  première, 
correspondante  aux  valeurs  négatives  deN,  et  par  suite  aux  cas  où 
le  paramètre  n  satisfait  à  l'un  des  deux  systèmes  d'inégalités 


—  oc  <^  «  <C  —  I , 


sera  dite  la  classe  des  intégrales  à  jmranwtre  logarithmique;  la 


IXTKGU.VI.KS    ELMPTIQIKS    I)  K    T  II  ()  I.S  I  KM  i;    KS  l'ÈC  i: .  '/K> 

^ccontle,  pour  l;i(nnll('  on  a  ]\  ^  o  cl  l'un  des  syslrmcs  crincf^alilôs 

(4)  o<//<H-x, 

sera  dilc  la  classe  des  iiilégralcs  à  parainhLve  civcidairc.   INous 
donnerons  bientôt  la  raison  de  ces  dénominations  [1390]. 

Si  l'on  désigne  par  a  un  argument  réel,  que  l'on  pourra  hju- 
jours  supposer  compris  entre  —  aK  et  +  2R  ou  entre  — 2  K'  cl 
+  2  R',  les  nombres  compris  respectivement  dans  les  quatre  inter- 
valles (i),  (2),  (3),  (4)  tle  làjig.  109  pourront  être  représentés 
par  les  expressions 

—  j— •>      — dn'-*-/,      — /-sn-rt,      /.'-t\\'-a. 


Donc  la  première  classe  comprendra  les  intégrales  des  deux  formes 
sn-//  /,      I  —  /i- sn'-rtsu"-« 


et  la  seconde  classe  les  intégrales  des  deux  Ibrmcs 


/       1  —  dii  -asn-«  /„     1 


du 


-^  k"-  tn'-«  sn"-a 


138(3.   Outre  les  intégrales  de  la  l'orme 


la  troisième  espèce  d'intégrales  elliptiques  comprend  encore 
d'autres  intégrales,  liées  aux  premières  par  des  relations  simples, 
savoir  les  in  lé"  raies 


X 
L 
f 


— =-{u-Uj, 

i  -+-  Il  su-  un 

"     cvriidu  u  (  I 


1  -t-  n  sir  u  n  \         11 


11. 


— ~  = F  (  1+  -  )  n, 

1  +  //  sir  u  n 
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dont  cliacune  se  partage  en    deux   classes   de   la  même  manière 

(jue  n. 

1387.  Les  périodes  des  intégrales  de  troisième  espèce  qui  ré- 
pondent aux  points  critiques  ziz  i ,  zïz  -  sont,  comme  pour  les  inté- 
grales de  première  et  de  seconde  espèce,  des  multiples  des  inté- 
grales complètes 

J ^     1  -r-  n  sn-w         j  ^^       1  -f-  n  sn-« 

Les  périodes  relatives  aux  points  ±  -  auront  pour  valeur, 

y/ —  Il 

au  signe  près,  la  valeur,  pour  z  = -■.  de  l'expression 

V  —  n 

2  771  lim  (  z  — 1 —  =  -^^} 


y/— «y  (l  -h/iz-)  y/(i  — :;2)(i  —  A-z^)  y/'N 

N  désignant  le  même  produit  qu'au  n"  1385.  Cette  période  est 
donc  imaginaire  pour  les  intégrales  de  la  première  classe,  réelle 
pour  celles  de  la  seconde. 

1388.   Si  l'on  change  u  en  iu,  on  a 

J,j     1  +  n  an^iu  ~   J^     i  —  n  tn'-^u  ~~   J^j     i  —  («  -+-  i  j  sn'-M 

'■       r               C"               '^"  1 

=  \  u  -i-  n   I ; — -     5 

«  -f-  I  [_  jy     I  —  [ft  -\-  1  \  sn  ^  u 

c'est-à-dire 

,        ,  ,.  iu  in  ,  , 

n  Avaiu.  n,  A    = h ■  II  am  u,  —  n  —  i ,  /■    . 

^  '     '      ^         «4-1         n  -hl      ^  ' 

L'intégrale  se  change  donc  en  une  autre,  de  module  complémen- 
taire et  de  paramètre  —  n  —  i . 

Le  nombre  caractéristique  de  la  nouvelle  intégrale,  de  module  h', 
étant  égal  à 


INTÉGRALES    KLLI  l»T  I QU  KS    DE    TnoiSIÉ.ME    KSI'KCi:.  •J1S7 

celle  iiilcgrale  n'apparlioiulra  pas  à  la  nirinc  classe  «pic   l.i   pre- 
mière n  (anw/,  //,  /.  ). 

1389.  jf7iéorènie  d'addition  pour  les  infég/a/cs  clli/)tif/ues  dn 
f/-oisicnic  espace.  —  Soiciil  U[o,  /^),  n(;^,  «)  deux,  inlégrales  de 
même  module  cl  de  même  paramèlre,  el  posons 

(l)  U{o,,i)-+.n{y^,n]  =  U, 

d'où 


[i  -h  n  siii^'y]  A'f         [i  +  /i  siii-/_  ;  A/ 

Si  la  somme  des  intégrales  de  première  espèce  d'ampliludes  ç,  ;/ 
doit  èlre  constante,  on  a  alors 

■    \  "'?        '^/. 

2  —  +  -  ^  =  0, 

d'où,  en  éliminant  dy, 

//'sin-/  —  sin^a>^  rh 

dJJ  = : — ; : ; : —    — !- . 

I  -+-  Il  '  sHi-'j  -\-  sin-;^  !  H-  11^  sin'^o  sin'^^  Ay 

Or  nous  avons  trouvé  [1381],  pour  les  intégrales  de  seconde  espèce, 
la  formule  d'addition 

E{'^)  -+-  Ef/)  —  E((7)  :=  /"^sinT  sinç>  sin/, 

d'où  l'on  tii'C,  <7  étant  constant, 

l'jd'j  +  ^/Aa  =  /'sin7.6?(sin'i)  sin;,^], 

ou,  en  éliminant  encore  dy^  au  moyen  de  l'équation  (2), 

70      •  w       •  •  X  A'-P    --     A-/  /9/       •        î  ■       -,         \       ^h 

—  / - sm n .d\ sin a  sin /    = «a  =  A-  sur /  —  sia- y     — ^ j 

et,  par  suite, 

d\]=  •        ^■ 


\-\-  n'  sin-»  S-  sin-/j  +  «^  sin-'j  siu'-;^ 

On  a  d'ailleurs,  par  la  formule  d'addition  des  intégrales  de  pre- 
mière espèce  [827,  V], 

(cosT  -\-  sin-j  sin/A7)'=  cos-o  cos'/^  =  1  —  'siu'y  -i-  sin'/)  -1-  sin'»  sin*/, 
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d\)ù,  en  éliminant  sin-(p  +  ^'m-y.,  et  posant,  pour  abréger, 

siiio  si  11/^  =  t, 

on  lire 

/?  sin  T  (U 

\  -\-  n  siacT  —  in  cost^t.^  -h  n   n  -+-  / 'siir'c-   t'- 
On  a,  par  conséquent, 

n  (  »,  «  !  -4-  n  ^ /^,  n  ]  =fd\]  -f-  const. 
Si  Ton  siipj)Ose  maintenant  '^  ^  o,  il  en  résultera 
n('^,  «^.  =  o,     /==  T,     /  =  o. 

Donc,  en  intégrant  à  partir  de  cp  =  o  ou  de  t  =  o,  la  constante 
d'intégration  sera  égale  à  n(CT,  n).  Donc 

(3)  n(?, /?; +  ii(/_,  «)  — n;cr, //)=  /   dv, 

i/o 
<UI 

n[aniM,  n)  -\-  ll(am(',  n)  —  n[ani(w  -h  (■;.  n]=  j 


su  H  sn  i' 

dn. 


1390.  La  nature  de  cette  intégrale  dépend  de  celle  des  racines 
du  dénominateur  de  dU ,  c'est-à-dire  du  signe  de  Texpression 

(/^  costAo-]-  —  (H-  «  sino-)«[//  -I-  /-  sin-<7) 

=  —  sin- tj  .n[n  -{-  i )  («  -f-  /- )  =:  —  .\  sirr  t. 

Le  dénominateur  de  U  sera  donc  décomposable  en  facteurs  réels 
ovi  en  facteurs  complexes  suivant  que  N  sera  négatif  ou  positif, 
c'osl-à-dire  suivant  que  le  paramclre  n  appartiendra  à  la  première 
classe  ou  à  la  seconde. 

Donc,  si  les  intégrales  n(o,  «),  n(y,  7z)  sont  de  la  première 
classe,  le  second  membre  de  la  formule  d'addition  (3)  s'exprimera 
sous  forme  réelle  au  moyen  de  la  fonction  ArgTli,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  au  moyen  des  logarithmes.  Si  les  intégrales  sont 
de  la  seconde  classe,  le  second  membre  s'exprimera  par  un  arc  tan- 
gente. De  là  les  noms  de  paramètre  logarithmique  ou  de  para- 
mètre circulaire,  attribués  respectivement,  dans  ces  deux  cas,  à  la 
constante  n. 


i.\ti;gi\ai.i;s   icf.r.i  piiy  i  i;s   di:    luoisiiiMic  Ksi'iicr;.  >«() 

On  Irouvc,  en  oUccliiiiiil  les  ciilciils,  pour  \,\  |H(riiière  classe 

U  =       '__  Al- ïli v/-N.sinysinxsinT 


V/— N 


et  pour  la  seconde  classe, 


h  sin^'a  -f-  sinœsiiiy  costAt 


,,         I                              i/N.sin»  siny  sin<T 
U  =  -^  arc  tanff  ■ ^ 


^N 


I 


Cl  n2  , 


sin^or  -+-  smm  sinv  cost  Ac 


1391.  Rc'lalion  eiiLve  des  infégrales  de  troisième  espèce  de 
même  amplitude  et  de  paramètres  différents.  —  Si  l'on  dilTé- 
rcntie  l'expression 

siiifflcosy 

ce  qui  donnera 

I  — '-2 -J- ^)sin-9) +  (i -4- 2^)/-sin*9>  — ^/t^sin'^»    ch 

"  (H-^sm-y)^A='y  'A'j' 

on  en  tirera,  A  étant,  comme  g,  une  constante  indéterminée, 

,   .     r""     div      _   r?  I—  a+ff]sin^j-}-:i4-2g)X-sin^y  — ff/-^sinS  do 
Jo      ï  +  ^'"'^       Jo  (  H~  o  sin''  »  )-  A*  s>  H-  /i  sin^  »  cos-  (p  '  A-^ 

Les  deux  termes  de  la  fraction  qui  multiplie  —^5  dans  le  second 
membre,  sont  deux  polynômes  du  troisième  degré  chacun  par  rap- 
port à  sin-o.  En  remarquant  que  la  fraction  se  réduirait  à  -  pour 

o 
sin-cp  =  ûo  ,  on  en  conclut  que  cette  fraction  peut  se  décomposer 

en  fractions  simples,  sous  la  forme 

,    ,  I  A  A'  A" 


-4-  n  sm^'f         I  H-  n  sm-s>         i  4-  «   sin'» 
et  l'équation  (1)  devient 

r^      div  1 

(3)       J       -^^_^-—  =-F('^)H-An(y,«;-hA'n(y,  n')  +  A"n{.,n"]. 

H.  — ■  Cours  de  Calcul  iiijln.,  IV.  IQ 
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Celte  é(]ualion  contient  les  huit  constantes 

^',  /(,   n,   7i' ,   n" ,  A,  A',   A", 

liées  entre  elles  par  six  relations,  savoir,  les  trois  relations  obtenues 
en  identifiant  le  polynôme 

[ï  -^  g  siii-&)'^  A- y  -h  /i  sin-'j.  cos-'^ 

avec  le  produit 

( I  --i-  rt  siu^ » )  ( I  -h  n' siri*  f){i  -'-  "" -^'"^^  V ) » 

et  les  trois  autres  qui  déterminent  les  coefficients  A,  A',  A".  On 
peut  donc  se  donner  à  volonté  deux  de  ces  constantes  et  déter- 
miner par  leur  moven  les  six  autres. 

Supposons  que  l'on  ait  choisi  d'avance  les  deux  paramètres  //, 
//,  et  que  ces  paramètres  aient  ou  des  valeurs  réelles  ou  des  valeurs 
complexes  conjuguées,  de  sorte  que  leur  somme  et  leur  produit 
soient  des  quantités  réelles.  On  trouvera  alors,  pour  les  autres 
constantes  g,  h,  n",  des  valeurs  réelles,  par  la  résolution  des  équa- 
tions 

1  Ig  -\-  Il  —   X-  ::^  rt  -t-  «'  -f-  //". 

(4)  !   g-2—  igk^~  h  =  nn'  -^[n  +  n')n\ 

—  s- k'- =  nn' n" . 


En  ajoutant  ces  équations  après  les  avoir  multipliées  i"  par  i, 
i.i,  1^  par  Â'',  Â-,  I,  on  en  tire 

(5)  (o-H-l)2^'2=i:«-+-l)(rt'+l)(rt"-|-|), 

Si  l'on  déduit  de  la  dernière  équation  (4)1^  valeur  de 
7  )  «'  =  -  ■ — ~  ■> 

^  '  '  nu 

et  qu'on  la  substitue  dans  (5),  l'équation  deviendra 

(8)      o2[„„'_^/,2(,/  ^n'  -^\]^  +  igh"-nn'  =  nn'[nn  -^-n  +  «'-4-  h% 

On  voit  aisément  que  les  valeurs  de  g  fournies  par  cette  équation 
sont  réelles  quand  n  et  /^'  sont  deux  quantités  complexes  conju- 


iMi';(;  it  \Li:s   i:i,  i.ti'Tiui  i:s    in:   tuoisikmi:   i;.sim';i:i;  .  kji 

guées.  On  Irouve,  en  cllrl,  poiii-  l;i  (|iiaiilil('-  sous  le  radical  dans 
l'expression  de  ,:,', 

k''*n-n'^  -{-  nn'[nn'  -\-  n  -\-  n'  -\-  /-]  [nn  -\-  h^  [n  -\-  n'  -Y-  ij] 

=  nn'[n  +  1)  («'-f-  i)  («  +  fi^)[n'  -\-  k^)  =  NN', 

N  et  N'étant  les  nombres  caractéristiques  [1385j  des  deux  para- 
mètres //,  «',  et  ce  produit  est  positif,  si  les  deux  nombres  ni^  et 

,       /  fi  -\-  /i'\-  ... 

n/i  —  I- —      sont  posilils. 

Connaissant  g,  on  aiuii  //'par  léijuation  [y)  et  //.  par  réqualioii 

(9)  /'  =-Tn^.{"-^  P)[n'-hP]{n"-hP]. 

A'~  A' 

On  a  ensuite 


A  = 


n[n  —  "'  ){^  —  "" 


d'où   l'on  déduit  les  valeurs  de  A'  et  de  A"  par  des  permutations 
d'accents. 

139!2.  Dans  le  cas  où  «  et  /i'  sont  deux  quantités  complexes 
conjuguées,  les  valeurs  de  g,  h,  ii"  étant  réelles,  on  voit  que  l'é- 
quation (3)  donne  pour  la  somme 

Allfo,  n]  4- A'nf»,  «') 
une  valeur  réelle 


r 


""'      I  ,  ,     ,  , 

I  -H  /iiK'-  ii 


dans  laquelle  entre  une  intégrale  de  troisième  espèce  à  paramètre 
réel.  En  substituant  successivement,  pour  g,  h,  n" ,  A,  A',  A",  les 
deux  systèmes  de  valeurs  de  ces  quantités  qui  correspondent  aux 
deux  racines  de  l'équation  (8),  on  aura  deux  équations  de  la  forme 


10 


^    Airi(a),  «)  H-  A',  Il(®,  /i')  =  il,, 
'(   A,n(»,  n]  -f-  A'jl(»,  n')  -— .Q„ 


d'où  l'on  tirera  pour  n(o,  n)  et  n(o,  n')  des  valeurs  exprimées  au 
moyen  de  deux  intégrales  à  paramètres  réels  n(c2,  «î),  n(^,  //^). 
Qn  peut  donc,  dans  tous  les  cas,  ramener  une  intégrale  à  paramètre 
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complexe  à  des  intégrales  à  paramètre  réel,  ainsi  que  nous  l'avions 
annoncé  [1384]. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  a 

nn'  +  «  +  «'  -4-  /-  =  G, 

l'une  des  racines  ^"-o  de  l'équation  (8)  est  nulle,  et  il  vient 

«"  :=  o,     /'2  =  — nn! . 
Si  l'on  fait 

on  trouvera,  en  reprenant  directement  les  calculs,  à  partir  de  l'é- 
quation (i),  dans  l'hypothèse  de  ^=0, 

A  )         .""-'"  ^^-i-  l'^Z-^cosv  —  iL\é^''' 

A'   i  ^  t?!",  _^2/v)  ' 

et  la  seconde  équation  (10)  sera  remplacée  par  l'équation 

II       A2II   '^,«H-A;ii   ?,«'J=-  -,F^    ■+--ArgThf^— f ^. 

1393.  Nous  avons  établi  [13o0]  la  relation  identique 

j,  (  a  -f-  x  1  5,  f  «  —  .r  )  sn^  11 

On  en  tire,  en  la  différentiant  logarithmiquement, 

Dx  log^i  (a  -+-  x)  —  D^  log^i  («  —  x]  -  2D^  log5(.r)  =  -^— --— , 

d'où,  en  permutant  entre  eux  a  et  u,  et  remarquant  que  la  fonc- 
tion 5i  est  impaire, 

D„log5i(a:H-  a)-i-  D„log5i(.r  —  a)  —  2Dalog3(«j  =r  —-^ ;;- ; 

par  suite,  à  cause  des  égalités 

D„log5i  [.r-i-«)  ^D.rlogJi  (.r—  «),    Dalog^i  (.r  —  «)  =  —  D.,.log^i  (.r  —  a), 
on  a 
Dx  log^i  (.r  +  a)  -  D^  log^,  (,r  -  a)  -  2D»  log5(«)  =  ^^^T^Z^snT^' 


i\Ti':r.  nvi.KS   r:i, i.iPTiyi  i^s    di:  i  iioisi  i:M  k    kspkci:.  g!(j'{ 

()n  lii'c  (le  là.  en   ml('i;r;iiil  par  rappori  à  x, 


111^/        y  f/lt 


expression  des  inlégralcs  dont  le  paramètre  est  logarithmique  ot 
compris  enUe  —  i  et  — oo  ,  en  fonction  des  quantités  log^^  et  de 
leurs  dérivées. 

1394.   Nous  avons  encore  démontré  [1350]  la  formule 

B-l.r  -i-  k]  B-(.x  —  (y.)  ,^       , 

doili  l'on  lire,  en  raisonnant  comme  au  numéro  précédent, 

,    >        »  .         r  "  sn^  udu  ^  ,      .  ,   ,        I  ,      5  (.r  +  a) 

2       Pmavnaiina  1 — , —  =x.D„Ing3-  « log  tti :' 

^    '  J ^^      1  —  A-sii-«su-«  2         j[.r  —  a) 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  l'intégrale  que  Jacobi 
a  choisie  comme  type  des  intégrales  de  troisième  espèce  et  qu'il 
a  désignée  par  ïl[ii,  a).  Pour  éviter  toute  confusion  avec  la  nota- 
tion de  Legendre,  dont  nous  nous  sommes  servi  jus(ju'ici,  nous 
désignerons,  avec  Gudermann,  l'intégrale  (  :>.)  par  le  symbole 

f"  sn2«rf« 

{  3  )  iî  f  M,  rt  1  =  /  -  sn  a  en  a  dn  a  1      — ; —  • 

^    '  '         '  J^     I  —  A-sn-rtsn''K 

Suivant  le  langage  adopté  par  Jacobi,  la  constante  a  est  dite  le 
paramètre  de  l'intégrale,  tandis  que,  d'après  la  terminologie  de 
Legendre,  le  paramètre  est  — A'-sn-rt. 

En  comparant  l'expression  précédente  avec  l'intégrale  corres- 
pondante de  Legendre,  on  aurait 

(4]  ô{ii,  a]  = F—  u  -+-  n(am//,  —  /-snV/l], 

'  ^         '        tn  a 

(5)  n(ç>,«)=F(î>)-i- ^:^S    F(»),   FKircsin-^-- j    • 

La  formule  (2)  donne  le  développement  en  série  des  intégrales 
de  troisième  espèce  à  paramètre  logarithmique  compris  entre  — k^ 
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et  o,  comme  la  formule  (i)  donne  le  développemenl  des  intégrales 
dont  le  paramètre  est  conij^ris  entre  —  oo   et  —  i . 

Si  l'on  a  égard  à  la  formule  (ii)  du  n"  1380,  la  valeur  (2)  de 
S>{u,  a)  pourra  encore  s'écrire  sous  la  forme 

c:l                        /  ,             f^     \          h       •^(•'■•-^«) 
5[u,  a  I  :=  u  [cla a] lO; 


K     y        1     °.9-(.r  — aj 

1395.  11  est  maintenant  facile  de  passer  au  développement  des 
intégrales  à  paramètre  circulaire,  les  différentes  formes  d'intégrales 
de  troisième  espèce  pouvant  se  déduire  les  unes  des  autres  par  les 
substitutions  qui  transforment  les  unes  dans  les  autres  les  cpian- 
tités 

—  - — -—5      — dn'-rt,      — /-sn-(7,      /,'-tn'-a, 
snc-a 

que  nous  avons  indiquées  [138o]  comme  représentant  le  paramètre 
ji  dans  les  quatre  cas  qui  peuvent  se  produire. 

Si   l'on  remplace  a  par  «  -h  K  -J-  ihJ.  Isna  se  change  en 

^  ^  ^  snca 

et  l'intégrale  (3),  relative  au  troisième  intervalle  [1384],  se  change 

dans  l'intégrale  relative  au  premier,  c'est-à-dire  dans  l'autre  type  (i) 

d'intégrales  à  paramètre  logarithmique: 

Si  l'on  change  actuellement,  dans  les  formules  (2)  et  (7),  a  en 
in^  on  aura  les  formules  qui  représenteront  les  deux  sortes  d'in- 
tégrales à  paramètre  circulaire  : 


„,         ,         k-àn'a\n'a 
b[u,  aj  = 


/'"  m^- Il  ri  II 

J^     I -;- /.'- tn'^«  sn-M 


.            I  ô-(  .T  -h  ix 

=  —  .r .  Da  ^  (  «  «     H ;  1«) 


oJ      *.9-(.r— /k) 


(9) 


r"     SI 

S(^'>[u,  a]  =  Â'- sn' a  en' a  dn' a   /      • 


sii"  u  du 


,      .    ,       ,  I    ,       S-,  f  .r  -4-  /a' 


2i       ^a,(. 


I  NTK<;  u  \  i.Ks   Kt.Lii'T  K"' t:^   i»i:   thoisimmi:   nsi-Kci;.  yjj^ 

1396.  On  |)miii;iil  Irailcr  (!<■  i.i  iii(-ni<'  m.mirir  les  inléf^ralcs 
des  trois  autres  formes 

/flu  r    vn^itfln  i'    dn'itflii 

On  partirait  du  cas  où  le  paramètre  est  rcpr»''senl(';  par  — A^sn-rt, 
et,  en  multipliant  ces  intégrales  respectivement  j)ar  les  facteurs 

dn<7        /-  siw/  ciirt 

-       ) 1      (in  '/  {\in, 

tna  ana 

on    obtiendrait   pour  chacune   cpiatre    (brmules,   dont  les  seconds 

I                   •       I     •         1          V                      1                i  -i       â l .r  -\-  u) 
membres  contienciraieut  le  même  second  terme  -  loff ^  ^  ou 

2  J  (  j:  —  «  ) 

ceux  qui  s'en  déduisent,  et  des  premiers  termes  send)lal)les,  au 
changement  près  de  l'indice  du  J. 

1397.  Les  seconds  membres  des  formules  obtenues  de  celle 
manière  admettent,  comme  nous  l'avons  vu  dans  le  §  V  de  ce 
Chapitre,  des  développements  rapidement  convergents  pour  toutes 
les  valeurs  du  module. 

On  peut,  dans  le  cas  des  formules  [y),  (8),  (9),  augmenter 
encore  la  convergence,  lorsque  l'argument  n  du  paramètre  est  plus 

,  K        K'  .  ,    .  ... 

grand  que  —  ou  — ■>  en  introduisant,  au  lieu  de  cet  argument,  son 

complément  K  —  a  ou  R'  —  a. 

On  a  encore,  entre  les  intégrales  (3),  (7),  (8).  (9),  les  relations 

S  (h,  la   1^  /S  (m,  a), 

Bliu,  a    :^  -  S[u,  a  -    /  Iv'  ) , 

1398.  Donnons  encore  quelques  formules  relatives  à  la  forme  (3) 
de  l'intégrale  de  troisième  espèce,  en  laissant  au  lecteur  le  soin  de 
les  étendre  aux  autres  formes. 

Si  l'on  échange  entre  elles  les  lettres  u  et  a  dans  la  formule  (6), 
on  trouve,  à  cause  de  5(a — x)=â(x — a), 

/'   ,  E      \  I   ,        B-:.r-i-  oc- 

b[a,  u    ^=  fi  l  cl  «  —        "  )  —  ~  '**c 


Tv     y         2      «3-^.r  — «j 
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En  faisant  la  difTérence  des  deux  équations,  on  obtient  la  relation 

(  1 G  )  S  f  «,  rt    —  u  L'\a  ^=  St'^a,  u)  —  a  e\u. 

La  fonction  S(/<,  a)  —  «el^  n'est  donc  pas  altérée  par  rechange 
des  deux  arguments  u,  a. 

Si  l'on  fait,  dans  l'équation  (lo),  r^  ^  K,  S(rt,  K)  étant  nul,  il 
vient 

(il)  5(K,  rti=:KeI«  —  «E. 

Donc  V intégrale  complète  de  troisième  espèce  s'exprime  au  moyen 
des  intégrales  des  deux  premières  espèces. 


TABLES   DE   FO>CTIOIVS    ELLIPTIQUES. 

1399.  Pour  compléter  ce  que  nous  avons  dit  au  §  \lj  de  ce 
Chapitre,  touchant  le  calcul  numérique  des  intégrales  et  des  fonc- 
tions elliptiques,  nous  ajouterons  ici  quelques  Tables  abrégées, 
pouvant  servir  à  éclairer  la  discussion  des  formules  qui  dépendent 
de  ces  transcendantes,  et  même  à  obtenir  une  première  approxi- 
mation des  résultats. 

La  première  de  ces  Tables  donne  avec  quatre  décimales  les 
valeurs  des  fonctions  du  module,  c'est-à-dire  des  intégrales  com- 
plètes de  première  et  de  seconde  espèce  et  de  la  quantité  (/,  pour 
les  valeurs  de  l'angle  6  du  module,  de  centième  en  centième  du 
quadrant. 

Dans  les  cas  où  le  module  est  très-voisin  de  zéro  ou  de  l'unité, 
certaines  interpolations  devenant  pénildes  ou  même  impraticables, 
nous  les  avons  remplacées  par  l'usage  des  nombres  auxiliaires  con- 
tenus dans  les  colonnes  a  et  |3,  et  dont  nous  allons  expliquer  la 
signification. 

D'après  la  formule  (7)  du  n"  1371,  le  nombre  (j  est  déterminé 
par  une  série  très-convergente  pour  les  petites  valeurs  du  module  A, 

série  dont  le  premier  terme  est  ■—^'  Donc  la  valeur  de  g  est  alors  très- 

^  ID 
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peu  (.lillércnlc  (le  -    .■>  cl  son  loiiarit  Imic  |i(»iiir;i   s'uliicnif  en  ;i|(mi- 
i()  01  .1 

,  ,        /.- 
laiil  a  loi; —T  une   itclilc   correcliftii   (iiic  ii(>ii>  (lcM"ii<m->  nar  z,    et, 
*-  10  '  j^  I 

donl  les  valeurs  se  prèlcnl  aisénienl  à  rinlerixjlaliou. 

Exemple.    —  Pour  Q  =:  o'',  2,5 7.3,  calculer  lo^/jr  et  logy'  (  '  ). 
La  Table  nous  donne  d'abord,  pour  cette  valeur  de  Q, 

log  k  =  log  sin  &  -^  ï,  5945, 
d'où 

I"g7g  =  3,9850. 

On  a  ensuite,  en  dix-millièmes, 

a  =  339  -i-  28  ;<  o,  'j3  z:^  3')9, 
d'où  résulte 

log  7  =  log^  +  «  =  -^.,0209. 

Maintenant,  AI  étant  le  module   des  logarithmes  décimaux,  on 

a  [1337]  la  relation 


loi;    -  log   -;  =  M^Tt'^, 


d'où  l'on  tire 


et  par  suite  log(y'  =  î,o594- 

1400.  Pour  des  valeurs  très-petites  du  module  k,  le  quadrant 
cili])ti({ue  eom[)lémentaire  R'  prend  des  valeurs  très-grandes  et  qui 
varient  rapidement  avec  ]\.  jMais  on  peut  en  faciliter  beaucoup  le 
calcul  au  mo^en  d'une  formule  d'approximation,  donnée  par 
Legendre,  et  dont  nous  empruntons  la  démonstration  à  une  Aote 
de  M.  Darboux. 


(')  Il  est  il  peine   besoin    daveitir  que  les  loijarithmes  qui   figun-iit  dans  tous  ces 
calculs  num.érii|ues  sont  des  logarithmes  «•/t'c/wcz/ix. 

'9- 
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Si  Ton  pose 


l'intégrale 


y/ 1  -4-  .3  y/ 1  -f-  X-'  : 
dz 


S/\  —  k" 
pourra  s'écrire  sous  la  forme 


Jo      V  I  —  -s  V  ï  —  /'■' 


ou,  en  ajoulaul  cl  rctranclianl,  au  numérateur,  la  (|uaiiLilé 
Jh,//   dz 


V2(I  +  /■') 

"    [/{^/•■')-/{z,k')]dz 


K'=/(i, /.■')/    -=^       --/    ^^'=L-4 

Jo         V  I   —   3  y/  I   —    A    3  J  0  V    •   —    -•  V'  ' 


X'z 


Si  dans  la  seconde  intégrale  on   suppose  k' -~  i ,  celle  intégrale 
se  réduit  à 


-   =  -   l()g2. 

Z  2 


Donc,  pour  A"  très-petit  et  A'  très-voisin  de  l'unité,  la  seconde 
intégrale  différera  Irès-pcu  de-log2  (;l  pourra  se  n^présenler  sous 
la  forme 


I  , 

-  I()g2  +  c, 


£  étant  infiniment  petit  avec  A. 

La  première  intégrale  a  pour  valeur 


et  sa  limite,  jiour  A'  tendant  vers  l'unité,  est  celle  de 

,      2v/2        3  I 

log^^  =  -lng2  +log-. 


rvui.ics    i)i;    i-onctki  ns    1:1.1,1  i' ri  ni  i.s.  /ijij 

Donc  la  somme  des  deux   Icrmcs  de  la  \alciii'  de  l\'  nciil  s'cxpii- 
mci'  par  la  rorinulc 

K'  -^  In-  i  -\-  z. 


z  étant  infiniment  petit  en  mrmc  Icmps  ([iic  /> . 

Donc,    jioiir  Â   Irrs-pclil,   le   lo^arillime  de  K' diUc'i-eia  Irès-peii 

de  loi;loi;  -•>  cl  sOhlKMidra   en   ajoiilanl   à  celle  dernière    ipianlih'; 

nnc  correction  |3,  indicpiéc  dans  une  colonne  de  la  Table  I. 

Si  les  logaritlimes  sont  décimanx,  comme  ceux  de   la    I  al)le,  il 

faudra  ajouler  au  logaritlime  décimal  de  y  le  loj^aiil  lime  de  —  • 

Soit,  [)ar  exemple,  0  =  ()'i,o4o8  ;  on  aura 


log-  :=log(4coséc5)    -  1,7454, 


ddù  Ion  lire 


Inglog-.-=: 

0 

24 '9 

0 

'\&i-y. 

3 

0, 

ooo4 

logR'      =0,6045 

liOl.  La  Table  II  fait  connaître,  pour  les  diverses  valeurs  de 
Tamplitade  et  de  l'angle  du  module,  les  valeurs,  tant  naturelles 
que  logarithmiques,  des  intégrales  elliptiques  de  première  et  de 
seconde  espèce. 

Pour  les  petites  valeurs  de  l'amplitude  et  du  module,  l  interpo- 
lation s'effectue  plus  facilement  en  faisant  usage  des  valeurs 
naturelles.  C'est  le  contraire  qui  a  lieu  |)our  les  grandes  valeurs 
des  deux  arguments,  surtout  lors(pi'il  s'agit  des  intégrales  de  pre- 
mière espèce.  Aussi  avons-nous,  pour  ces  dernières,  donné  à  la 
J'able  de  leurs  valeurs  logarithmiques  une  plus  grande  extension, 
en  calculant  cette  Table  pour  chaque  centième  du  quadrant,  à  j)arlir 
de  la  valeur  o'',9o  de  chacun  des  angles  9  et  9. 

Notre  Table  étant  à  deux  arguments,  et  les  intervalles  se  trou- 
\ant   trop  considérables   pour  qu'on  puisse,  dans  rinterj)olation, 
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négliger  les  difTérences  secondes,  nous  allons  indiquer  en  quelques 
mots  comment  on  doit  y  avoir  égard. 

Soit  II  = /7cp,  6)  une  fonction  de  deux  variables,  dont  on  possède 
une  Table  construite  pour  des  intervalles  constants  des  valeurs 
de  chacune  des  variables.  Pour  simplifier  les  calculs,  nous  pren- 
drons ces  deux  intervalles  pour  les  unités  auxquelles  les  variables 
respectives  seront  rapportées.  Dans  le  cas  actuel,  l'unité  àlaquelle 
seront  rapportés  les  angles  o  et  9  sera  le  dixième  du  quadrant. 

Proposons-nous  de  calculer,  au  moyen  de  cette  Table,  la  valeur  de 

(fo  et  ôo  étant  les  valeurs  tabulaires  les  plus  voisines  des  valeurs  cj- 

et  9,  de  sorte  que  h  cl  g  soient  des  nombres  moindres  que  l'unité. 

En  développant,  par  le  théorème  de  Taylor,  l'expression  de  //, 

et  négligeant   les  puissances  et  les  produits  des  accroissements  //, 

/>•,  d'ordres  supérieurs  au  second,  on  aurait  une  expression  de  la 

forme 

«  =  «-!-  a'  h  -+-  a"  /^■^ 

En  donnant  tour  à  lour  aux  accroissements  A,  g  les  valeurs  o,  i , 
2,  et  désignant  par  «„,„  la  valeur  que  prend  //  pour  //  =  m  et  ^>^  =  «, 
on  pourra  déterminer  les  coefficients  a^  d' ,  a^. ...  au  moyen  de  ««o 
et  des  différences  du  premier  et  du  second  ordre  de  la  fonction  //, 
relatives  à  cette  valeur. 

En  désignant  par  A^,  A.^^les  différences  première  et  seconde  rela- 
tives à  la  seule  variation  de  cp,  par  A-^e  la  différence  seconde  relative 
à  la  variation  de  cp  et  de  6,  et  ainsi  de  suite,  on  trouvera,  pour 
valeurs  des  coefficients, 

I  I 

a  z^  «00)     "  -^  ^., A^,j,     «1  3=^  Ae A99, 


2 


et,  par  conséquent, 


H- 


T\ni,i:s   i)i:    i(i\(  rii)\s    i:i, 1. 1 1' i  n.i  i  i:s.  '{oi 

l'diir  ri'soinli'c  le  niolilcriic  iiixcix'  ilc  ciilciilri  I  un  do  ji^ii- 
ïnenls,  connaissant  l'aulre  cl  la  valeur  coi  rcs])(MKlanL(!  de  la  Iniic- 
lion,  on  se  servira  de  la  nicine  ccjualion,  dont  on  poiin-a  (d)lciiir  la 
solution  par  approximations  successives. 

Exemples.  —  I.  ( '.alculcr  F(cj/)  |)our'i/  =  o'',  ^444  et  9  =  o'',677H. 
\'A\  prenant  ^„  ^:^  o'',  7,  0()  1=  o'',  (),  on  (orincra  le  Tahlcau  sui\a 
dos  valeurs  tabulaires  de  F(ç)  cl  de  leurs  diliércnccs  : 


Ml 


I  ,'2575  1 ,3i  i.s      1 ,36Gj 

1 ,  4939  I ,  '388() 

i,7',8i 


2304 


•2  54 -2 

543 
947 

540 

DifT.  2^^  ^^^=178, 

A,o  =  4o4, 

^0  =  3 

--[i-l')Ko-    49 
;?-^..fi 3i4. 


A  corrigé aGag 


h  =  0,444,    .■^  =  0,778 


543 


\  corrigé 


543 


"OD >  /^■>7  ' 

A_  corr.  X  A . .         1 1G7 
A,  corr.  x  g- . .  4^2 


if-,1, 1,4 '64 


Les  Tables  de  Legendre 
donnent 


i,4iio 


II.   Étant  donnés  0  =^  o'',  56*3 1  et  logE(o)  =  ï,  8o65,  trouver  la 
valeur  de  o. 

Ici  Ço  ^=  o'>,  4?  Ô„  =  o'J,  J,  ^'  =:  o ,  62  I  . 


Valeurs.  1,7844 
8740 
9448 


7799 
8669 


7737 


Diff.  i'^''*  896 

708 


-45 

—71 


-42 


Diff.  2*^.       —188 


-26 


A    

896 

S^.o 

.    -      16 

§ 

880 

X 

—     45 

2        "'^  '  ' 

I 

oo >>8o85 

-«00 —  >  ,7844 

-Aj  corr.  X  g--f-         29 


Reste  =  R.. 


25o 


R 

S. 


0,28 i I 


\  corrigé. . . . —     46 
L'inconnue  //  est  donnée  par  l'équation 

h  r=  V   H ^ r-  =^  "•  -"4 1  —  «  i  I  —  /'  i  X  '),  I  o^b. 

En  prenant  pour  première  approximation  li  =  0,28,  d'où 

//  (l  —  /z  ;  =r  G  j20lG, 

on  a,  pour  seconde  valeur  approchée, 

//  zzz  (),?.6?.5. 


TABI.£  I. 


Fonctions  du  module. 


'^'^^ 

^"^ 

1 

2K 

'*"'^'' 

r~" 

,   "K' 

'''^"° 

_ 

! 

log/- 

0 

1"GK 

,oc- 

logy 

œ 

logE 

logC 

log  y' 

log—- 

/3 

loj  K' 

2"  ^"  ''' 

log  A' 

0? 

0, 

0) 

0, 

0, 

>> 

00 

19G1 

0 

n 

0 

19G1 

0000 

0,0000 

00 

0 

co 

100 

0,0000 

2,1961 

01 

I  gfi  1 

0 

3,i8Si 

J 

■9C> 

ooo3 

7,6181 

5474 

0 

7435 

99 

'.9999 

■^97' 

02 

1962 

I 

0,7900 

2 

i960 

0009 

5578 

4>S94 

I 

GS55 

98 

999« 

C731 

03 

'9^i4 

2 

4,1425 

5 

'9'^9 

0019 

5174 

45i6 

2 

G477 

97 

9993 

7979 

04 

1965 

4 

3920 

9 

'9J7 

oc8i 

4840 

4227 

3 

G188 

96 

990' 

^,89/,0 

OS 

19G8 

7 

4,5865 

i3 

1955 

004  G 

7,4547 

3989 

5 

5951 

95 

'>9987 

y,9736 

06 

•97' 

10 

745. 

19 

1952 

00G2 

4281 

878G 

7 

3747 

94 

9981 

i,o4o3 

07 

'971 

i3 

_S792 

26 

'948 

0081 

4o35 

36oG 

9 

5568 

93 

99  7 -I 

0981 

08 

1978 

«7 

4-9934 

34 

'9i1 

0100 

38o4 

3446 

12 

5407 

92 

9966 

1489 

09 

1983 

22 

3,0981 

43 

'9lo 

0122 

3585 

3299 

i5 

52G0 

91 

9956 

'.19^3 

10 

1988 
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